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Introduccion

Este texto esta dirigido a los estudiantes que cursan la asignatura de Algebra I, 1a cual tiene
como prerrequisito la asignatura de Matemitica General (MAT100) o Introduccion a la Mate-
mdtica Aplicada (MAT110). Estas asignaturas son necesarias en virtud de que entregan a los
estudiantes las herramientas bésicas requeridas del 4rea matematica, por ejemplo, resolucién
de ecuaciones y propiedades de las funciones, entre otros; ademads, permiten desarrollar
y profundizar las grandes ideas de la matematica que se ponen en juego, orientdndose en
los conocimientos matematicos previos minimos para avanzar en estudios superiores en el
ambito de esta y otras disciplinas.

Su meta formativa es desarrollar en el estudiante las habilidades para identificar y relacio-
nar objetos geométricos con sus representaciones analiticas, plantear y resolver problemas
propios de su disciplina y progresar en el desarrollo del pensamiento l6gico matematico. Ade-
maés que adquiera un sentido critico de causa y efecto, basado en el andlisis de los conceptos
matematicos, lo cual le permitird razonar cohesiva y coherentemente en la mayoria de las
materias y disciplinas requeridas en este tipo de conocimiento.

En relacién con los saberes que se desarrollan en la asignatura, se espera que el estudiante
logre, desde una perspectiva conceptual, conocer las propiedades y teoremas de la l6gica
proposicional, conjuntos, geometria analitica, progresiones, combinatoria, nimeros complejos
y polinomios. También se espera que pueda reconocer las raices de los polinomios, diferenciar
una progresion aritmética de una geométrica y un ntimero real de un ntimero complejo.
Desde una perspectiva procedimental, se espera que el estudiante aplique las propiedades
y teoremas en la resolucién de problemas algebraicos, aplique las propiedades de la légica
proposicional para determinar la veracidad de un enunciado, represente graficamente una
cbnica indicando claramente su foco y vértice, ademads de construir diagramas de Venn-Euler
para resolver problemas de encuestas. Por tultimo, desde una perspectiva actitudinal, se espera
que el estudiante manifieste una actitud responsable hacia los plazos establecidos para la
entrega de trabajos y controles, presente resultados en forma rigurosa, clara y precisa, trabaje
en equipo, comunique y comparta sus ideas y hallazgos, demuestre autonomia y evalte, en
forma critica, el desempefio personal, reconociendo sus limitaciones y fortalezas.
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UNIDAD I: Légica y conjuntos

Resultados de aprendizaje

R1. Determinar el valor de verdad de proposiciones compuestas mediante el uso de las
propiedades de la 16gica proposicional.

R2. Usar los diagramas de Venn-Euler para dar respuesta a problemas de opinién y encuestas.

Contenidos

= Concepto de proposicion.

» Tablas de verdad de los conectivos 16gicos principales.
= Leyes de lalégica.

» Cuantificadores.

= Concepto de conjunto.

= Conjunto por comprension y extension.

= Conjunto vacio. Conjunto universo.

= Operaciones con conjuntos.

= Aplicaciones usando diagrama de Venn-Euler.



1. Logica

Resumen
Conectivos légicos

Los conectivos l6gicos (ver tabla 1.1) permiten combinar un ntimero finito de proposicio-
nes simples para obtener otras, cuyo valor de verdad puede ser conocido construyendo
su tabla de verdad

Conectivo Simbolo Proposicion Se lee
Compuesta
Conjuncién A pAq Pvq
Disjuncion \ pVyq pogq
Condicional — p—q p implica g (si p, entonces q)
Bicondicional “ pq psiysolosig
Disyuncién exclusiva v p¥Ygq p 0 g, pero no ambos
Tabla 1.1

Proposiciones compuestas y tablas de verdad

Sean p y g proposiciones simples. En la tabla de verdad (ver tabla 1.2) se indican
los valores resultantes de las proposiciones compuestas para todas las combinaciones
posibles de los valores de verdad de las proposiciones simples.

p 4l ~p pAq pVg p—q porq pYg
VV F V VvV VvV V | F
VF| F| F |V F F |V
FV V F |V V F |V
F F|V  F | F Vv V | F

Tabla 1.2
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Equivalencias l6gicas

L ~(~p)=p 14 (p—q)=(~q—>~p)
2. pAp=p 15. (p—=q)=(~pVq)
3. pVp=p 16. p<rg=(p—q)AN(qg—p)
4 pAg=qNip 17. perg=(~pA~q)V(pAg)
5 pVqg=qVyp 8. [(p=>a)N(@—=7)]—=(p—7)
6.prg=qep 19. [pv(pAg)=p
7.pV(@Vr)=(pVg) Vr 20. [pA(pVa)l=p
8. pA(gAr)=(pAg)Ar 2. ~pVp=V
G pe(ger)=(porq) <r 22. ~pAp=F
10. pA(gVvr)=(pAg)V(pAT) 23. pAV=p
11. pv(q/\r)z(p\/q) (pVvr) 24. pANF=F
12. ~(pAg)=(~pV~q) 25. pvV=V
13. N(qu)E(NPA ) 2. pVF=p

Cuantificadores

Definicion 1.1 Cuantificadores

* Cuantificador universal. La proposicion (Vx € U : p(x)), se lee “para todo x en
U tal que p(x)”, es verdadera siempre que p(x) ocurre para cualquier valor de
x en U. En caso contrario, es falsa.

 Cuantificador existencial. La proposicién (3x € U : p(x)), se lee “existe al
menos un x en U tal que p(x)”, y ademds es verdadera cuando se puede
encontrar por lo menos un x tal que p(x) ocurre. En caso contrario, es falsa.

* Cuantificador existencial con unicidad. La proposiciéon (3!x € U: p(x)), se lee
“existe un unico x tal que p(x)”, es verdadera cuando es posible encontrar solo
un tnico x € U de modo que p(x) ocurre. Si existiere mds de uno, la proposicion
es falsa.

* Negacién de proposiciones que contienen cuantificadores.

(3x € A) i~ p(x)

a). ~[Vxe A:p(x)] &

)] (vx € A) i~ p(x)
V
A

]
b). ~[Ix € A:p(x)]
o). ~[VxeA:(p(x)
)

(x) V()] & (Fr e A): (
d). ~[Vxe A: (p(x

q(x))] & (Fre A):(

¢ 2
=<
—~
= =
~— ~—
< >
e 2
2 BN
—~~
8w
~— ~—
~—  —
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 1.1 Al simplificar la proposicién compuesta (p — (*A ~ p)) A (q =~ p) se
obtiene:

Solucién

=(p—=>(A~q))AN(g—~p) definicibnde p—=>g=~pVyg
(~pV(A~P))A(~qV ~p) leydeidempotencia: (pV (pAgq)=p)
(

NP) (~qV~p)
~p

Ejercicio 1.2 La proposicién compuesta [~ (p V q) —~ g] A p es una:

A. Tautologia B. Contradiccion C. Contingencia
Solucién
pla ~q pVag ~(pVg ~(pVg—=~q [~ (pVa —=~glAp
V V| F \% JE \ \
V F| V \% JE \ \
F|V| F \% JE \ IE
F|F| V IE \ \ I
.. la proposicién es una contingencia. .

Ejercicio 1.3 Sipy g son dos proposiciones, entonces, ~ (~ p Aq) A (p A q) es 16gi-
camente equivalente a:

A p B. g C. pAg D. ~pVvg E. pA~g

Solucién

~(~pAg)A(pAq)
(~(~p)V(~q)A(pVa)

=(pvV~q)A(pVY)

=pV(~qN9)

=pVF=p
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Ejercicio 1.4 Sea la proposicion Q: (3x € A)(Vy € B)(x — y), entonces, la negacién

de Qes:
A. (Vxe A)(3y € B) (xA ~y)
B. (3x € A)(Vy € B)
C. (Vxe A)(3y € B)
)( )

)( )

~xVYy)

(

(

(~x =~ y)
D. (Vxe A)(y € B) (y — x)
(

E. (Vxe A)(VyeB)(~xVy)
Solucién
Sea Q:(IxcA)(VyeB)(x—y).
Entonces:

~Q:i~ [(Fx e A)(Vy € B)(x = y)]
~Q:(VxeA)(JyeB)~(x—y)

~(x o y) =~ (~vxVy)=xA~y propiedad.
Sunegaciéones ~ Q: (Vx € A)(3y € B) (xA ~y).

Ejercicio 1.5 Al simplificar la proposicién compuesta p — (§ — p) se obtiene:

A p—=(p—9q) B.p—=>(pvgq) C p—(pAq) D. ~p—(p—9)

Solucién

Sea p—(q—p)=~pV(g—p)
(~p)V(~qVp)
(~q)V(pV~p)
(~q)VV =V

p— (g —p) esuna tautologia.

Porotrolado, p— (pVgq)=~pV(pVyg)
=(~pVp)Vg
=VvVvg=V

p— (pVq) esuna tautologia.
En consecuencia, p— (g—p)=p— (pVQq).
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Ejercicio 1.6 Sean p, q y r proposiciones, la proposicién compuesta
(p=(q=r)e(pAg)—r1)

€s una:

A. Tautologia B. Contingencia C. Contradiccion
Solucién

Sea p—(gq—r)=~pV(g—r)
=~pV(~qgVr) definicibnde p—g=~pVyg
=[(~p)V(~q)]Vr prop.asociativa
=~(pAq)Vr
=(pAg)—r

la proposicién es una tautologia. .

Ejercicio 1.7 Suponga que p y g son dos proposiciones tal que p — g es falso, entonces,
(cudl de las siguientes opciones no es verdadera?:

A. Elvalor de verdad de (~ p) A (~q) esE
B. El valor de verdad de ~ pV gesF.

C. Elvalor de verdad de p A (~ g) es V.

D. El valor de verdad de p VV g es V.

E. Elvalor de verdad de p — (~qV p) esE.

Solucién

Si p—>g=F— (p=VAqg=F), luego:
A (~p)AN(~q)=FANV=F

B. ~pVq=FVF=F
C.pAN(~q)=VAV=V
D.pvg=VVF=V
E.p—=(~qVp)=V—=V=V Opcién falsa

Ejercicio 1.8 Sila proposicién (p —~ q) V (~r — s) es falsa, entonces, ;cudl de las
siguientes proposiciones es verdadera?:

A (~pA~gIN~T
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B. (~rVgq)—s

C. (~q) = (~rAp)

D. (~sVp)—= (rA~p)
E. [(sSA~q)V~r]—=~p

Solucién

Si (p—~q)V(~r—s) esfalsa
entonces, (p >~ q) =FA(~r—s)=F

Si (p—o~q=F—=(p=VAgq=V),
entonces (~r—s)=F— (r=FAs=F)

entonces,
A(~pAN~g)N~r=(FANF)AV=F
B.(~rVq)—>s=(VVV)—>F=F

C.i~gq) = (~rAp)=F—=(V)=V
D.(~sVp)—= (rA~p)=(VVV)— (FAF)=F
E

Ejercicio 1.9 Sea S un conjunto no vacio, subconjunto de R. Considere la proposicion

P : Existe un nimero racional x € S tal que x > 0.

(Cudl de las siguientes sentencias es la negacion de la proposicion P?:
A. Todo nimero racional x € S satisface x < 0.
B. Existe un nmero no racional x € S tal que x <0.
C. Existe un nmero racional x € S tal que x <0.
D. x € Sy x <0. = x no es un nimero racional.

Solucién

La proposicion P se puede escribir como P : dx € Q N S tal que x > 0.

La negaciéonde Pes ~ P:Vx € QN S tal que x <0.

O bien todo ntimero racional x € S satisface x < 0. "

Ejercicio 1.10 Considere las siguientes proposiciones:

p: Suman es brillante, ¢: Suman es rico, r: Suman es honesto.

La negacién de “Suman es brillante y deshonesto si y s6lo si Suman es rico”, puede
ser expresada como:

A~ (g (pA~T))
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B. ~pA(g~r)
C. ~(pA~71) g
D. ~g<~pAr

Solucién

Para “Suman es brillante y deshonesto” se tiene pA ~r.

Asi, (pA~71) g

representa a “Suman es brillante y deshonesto si y s6lo si Suman es rico”.
Su negacion es

~((pA~1) <> q), obien ~ (g4 (pA~r)).
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Problemas propuestos

Problema 1.1 Decida si cada una de las siguientes oraciones es o no una proposicién.
En caso afirmativo, determine si es verdadero o falso.

A . 5+7=12

B. ;Habla usted inglés?

C. Todo nimero entero es un nimero natural.
D. x es mayor que y.

Solucién: A. Verdadero B. No es proposicién C. Falso D. No es proposiciéon

Problema 1.2 Sean las proposiciones p: "3 es mayor que 5" y g:"6 es un namero divisible
por 2y 3". Determine el valor de verdad (V o F) de cada una de las proposiciones:

A. pNg B. ~pVyg C. pA~g D. ~pV~g E. ~pA~q
Solucion: A. Falso B. Verdadero C.Falso D. Verdadero E. Falso

Problema 1.3 Dadas las proposiciones p, 4 y r cuyos valores de verdad son respectiva-
mente V, F y F, determine el valor de verdad de las proposiciones compuestas:

A. [p—=~(pV~q)] B. (~pAg)—=(~qVr)
Solucidn: A. Falso  B. Verdadero

Problema 1.4 Construya una tabla de verdad para la proposicién compuesta y establezca
si es una tautologia, contradiccién o contingencia.

[(~p=2~g) A(~g =) A [~r = (pV )]
Solucion: Tautologia.

Problema 1.5 Construya una tabla de verdad para cada una de las siguientes proposi-
ciones compuestas e indique si es una contradiccién, contingencia o tautologia.

A (pvg)h~r] = B. (p—=(qgvr)V(p—(pv~r)
Solucién: A. Contingencia  B. Tautologia
Problema 1.6 Simplifique usando unicamente propiedades de proposiciones:

A [(p=q)VpInlp—9)V~p]

B. ~pAl(pA~q)V(~pVa)

C.llp=a)V~pln(~q—p)
Solucién: A. (~pVyg) B.~p C.g
Problema 1.7 Considere las proposiciones p : Luis estudia y g : Luis trabaja. Simplifique
el esquema

[(pva)A(~p—=q)]—~q

y luego demuestre que este equivale a Luis no trabaja.
Solucién: ~ ¢q
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Problema 1.8 Sean las proposiciones p(x): x> —16 =0, q(x) : x —12=0, r(x) : x> > 9,

encuentre el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
A [p()A~q(2)] > 7(4)
B. [~ p(4) = r(5)]V ~q(4)
C. [(p(1)Ap@B)) < (r(2) Vp(B3))] = [~ (p(2) v 4(2))]

Solucién: A. Falso B. Verdadero C. Verdadero

Problema 1.9 Sea A = {1,2,3,4}. Halle el valor de verdad de cada proposicion:
A (VxeA)(Fye A)(x+y <6)
B. (3x€A)(VWyeA)(x<2—y<6)
C.(3xeA)(VyeA)(x+y<7ANy—x<3)

Solucién: A. Verdadero B. Falso C. Verdadero

Problema 1.10 Sean A = {1,2,3}, y B={2,4} y las proposiciones

p:(VxeA)(3ByeB)(x>y)yq: (FyeB)(Vxe A)(x > y).

Determine el valor de verdad de g — p.
Solucién: Verdadero.

Problema 1.11 Niegue cada una de las siguientes proposiciones:
A. (VxeR)(3y € R)[p(x) = (9(y) = r(x))]
B. (¥x €R) (3y € R) (3z € R) [p(x,y) = (9(x) A#(2))
C. (VxeR)(IyeR)[x+2>3 =y <0

Solucién:
A (Fy €R) (Vx € R) [p(x) Aq(y)A ~r(x)]
B. (3x € R) (Yy € R) (Vz € R) [p(x,y)A ~ q(x)\ ~1(2)]
C.(3xeR)(VweR)[x+2>3Ay >0

Problema 1.12 Sean las proposiciones

p:{vxeR"/x"=1}
g:{3x€Q/3x* =x—5}
r={3xez/x*-2x—1=-1}.
Evalte la proposiciéon compuesta

~{~(pV~q)t < {~[rAp) = (PA~p)l}

Solucién: Verdadero.



2. Conjuntos

Resumen
Defincion
Definicién 2.1 Sean A, B conjuntos no vacios
e Conjunto vacio: @ = {x/ x #x} ={}.
¢ Conjunto universo: Es el conjunto formado por todos los elementos a los que
se hace referencia. Se denota generalmente U.
* Inclusién de conjuntos: AC B« (VxeU:x€ A= x€B).
¢ Conjunto potencia: El conjunto potencia del conjunto A es otro conjunto for-

mado por todos los subconjuntos del conjunto A. Se denota mediante P(A) =
{X/X CA}.

Union entre conjuntos
AUB={xeU:xe€ AVxeB}

Figura 2.1

Proposicion 2.1

1. AUB=BUA 3. (AUB)UC=AU(BUC)
2. AUA=A

Interseccién entre conjuntos
ANB={xeU:xe€ ANx€B}.
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Figura 2.2

Proposicion 2.2

1. (ANB)NC=AN(BNC) 3. (ANB)UC=(AUC)N(BUC)
2. (AUB)NC=(ANC)U(BNC)

Diferencia entre conjuntos
A—-B={xeU:x€ AAx ¢ B}.

QOO0 ©

4-3 SiANB=0 > A-B=A SSACB—>A-B=@

L."

Figura 2.3

Complemento de un conjunto
Se denota por A’ 0 bién A¢, y se definecomo A' = A°=U - A={xcU:x¢ A}.

Q0

SiANB=@ > A-B=4 SiACB — A =U-(4nB)

Figura 2.4
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Proposicion 2.3 Operaciones entre conjuntos

1. (A)=A 6. AN =0 11. ANU=A
2. AUA°=U 7. 2°=U 12. (AUB)“ = AN B°
3. ANB=BNA 8. U =o 13. (ANB)*=A“UB"
4. ANA=A 9. AUg=A 14. A-B=ANBKB"
5. ANA =0 10. AuU=U 15. (AUB)NA=A
Cardinalidad de un conjunto
Sean A, By C conjuntos arbitrarios.
1. SSiANB=¢ —-n(AUB) =n(A)+n(B)
2. (AUB)— (A)+n(B)—n(ANB)
3. n(¢) =
4. n(A%) = n(U) - n(A)
5. n(ANB) =n(A) —n(ANB)
6. n(A°UB°) =n(ANB) =n(U)—n(ANB)
7. n(A—B) =n(A) —n(ANB)
8. n(AﬂB)—n(AUB) (ANB )—n(ACﬂB)
9. n(AUBUC) = +n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+
(

n(ANBNCQC)

Considere las siguientes figuras (ver fig.2.5) de ayuda:

Figura 2.5
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 2.1 Sean los conjuntos
A={xeN/x>4—>x=6}

B={xeIN/x>0Ax<5}
C:{er/N(x21—>x27é4x—3)}.

Entonces,
(ANB)—(BNCQC)
es igual a:
A. {1,2,3} B. {3} C. {1,2,3} D. {1,2,4} E. {1,234}
Solucién

Sea (p—qg=~pVg),A={xeN/x<4Vx=6}={1,23,4,6}y

B={xeN/x>0Ax<5}={1,23,4,5}.
Sea (~(p—q)=pA~q),C={x€Z/x>1Nx*=4x-3}={3}
—~ANB=1{1,234}yBNC={3} = (ANB)— (BNC) = {1,2,4}.

Ejercicio 2.2 Sean A, B, C conjuntos no vacios. Si BN C = &, entonces,
[A—(BUC)JU(ANB)U(ANC)
esigual a:

A. AUB B.C-A C. A D. BNC E. B

Solucion

=[A—(BUC)]U(ANB)U(ANC)
=[AN(BUC)]JUAN(BUC)
=AN[(BUC)*U(BUC)]
=ANU=A
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Ejercicio 2.3 En una encuesta a 170 comerciantes que laboran en un centro comercial,
se tiene que 30 son sordos y venden libros; 32 escuchan musica y venden libros; 75
venden libros y no escuchan musica; 55 son sordos; y 60 escuchan msica.
¢Cuantos de los que no oyen musica no venden libros, ni son sordos?

A. 15 B. 18 C. 12 D. 10 E. 14

Solucién

Sean los conjuntos de personas

S={con sordera}, M={escuchan misica}, y V={venden libros}.

Note que los conjuntos S y M son disjuntos, por la naturaleza de las personas; luego
en un diagrama de Venn-Euler (ver figura 2.6) se tendra:

n(Uy=170 7

S a

Figura 2.6

b=30

d=232
c+b=75—c=75-30=45—>c=145
a+b=55—-a=55-30=25—a=25
d4+e=60—e=60—32=28 —¢=28

¢Cuantos de los que no oyen musica no venden libros, ni son sordos?:

f=170— (30 +32+45+4+25+28) =10 — f =10
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Ejercicio 2.4 En el gréfico de la figura 2.7, la regién sombreada es:

A. A—(BNC)

B. AN(BUC)’

C. (A—B)N(C—A)

D. AnN(B—-C)f

E. (A—C)U(BNC) Figura 2.7

Solucién: D. -

Ejercicio 2.5 Sea A un conjunto tal que n(A) = 3p + g y B un conjunto de modo que
n(B) =29+ 3,yn(ANB) =p+q— 4. ;Cudntos elementos hay en AAB?

A p+12 B.2p—gq C p+q—8 D.2p+3q E. p+g+11

Solucién
Se requiere calcular n (AAB):

Ejercicio 2.6 Al simplificar la expresién [A — (BN A°)| N [(B — A) N A] utilizando
propiedades de conjuntos se obtiene:

A. AUB B. A C. A-B D. ANnB E. B—A

Solucién

[A— (BN AS)]N[(B—A)NA]..recuerde que A— B= AN B°
[AN(BNAY ] N[(BNA)NA] ... ley de Morgan
[AN(B°UA)]N[2]

=ANU=A
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Ejercicio 2.7 SeaU = {x e N/0 < x <11} talque A C U, B C U, donde

A={1,2345} y B={xeU/x=2kkelU}.

¢Cuaél de las siguientes afirmaciones es falsa?:
A. (AUB) ' ={xelU/x*—16x+63=0}
B. (A°NB°) #U — {9}
C. (A—B)"#A°U(ANB)
D. B— A #{8,10}
Solucién
Sean A =1{1,2,3,4,5} y B={2,4,6,8,10}.
(AUB)={7,9} = {xeU/x*—16x+63=0}.
(A“NB°) =(AUB) ={7,9} #{1,2,3,4,5,6,7,8,10} = U — {9} .
(A—B)" ={2,4,6,7,89,10} # A°U(ANB)=1{2,4,6,7,8,9,10}. Falsa
B—-A=1{6,810} # {8,10}.

Ejercicio 2.8 Sin[P(A)] =128, n[P(B)] =32y n[P (AN B)] = 8, encuentre
n[P(AUB)].
A. 256 B. 512 C. 128 D. 1024 E. 64
Solucién
n[P(A)] =128 = n[P(A)] =2 - n(A) =7
n[P(B)]=32—n[P(B)]=2"—n(B)=5
n[P(ANB)]=8—n[P(ANB)]=2>—=n(ANB)=3
n(AUB)=n(A)+n(B)—n(ANB)—n(AUB)
n(AUB)=7+5-3=9
n[P(AUB)]=2% =512
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Ejercicio 2.9 Un grupo de 41 estudiantes de idiomas que hablan inglés, francés o
alemadn, son evaluados mediante un examen de verificacién. Se determiné que 22
hablan inglés y 10 solamente inglés; 23 hablan francés y solamente francés; 19 hablan
alemdn y solamente alemdan. ;Cuantos hablan inglés, francés y aleman?

A. 6 B. 9 C. 4 D. 5 E. 8

Solucién
Consideremos el diagrama de Venn-Euler dado por la figura 2.8:

Figura 2.8

10+a+b+x=22—a+b+x=12 (1)
8+a+c+x+c=23—a+c+x=15 (2)
5+b+c+x=19—-b+c+x=14 (3)
Sumando las ecuac. (1)+(2)+(3): 2(a + b+ ¢) + 3x =41 (4)
Ademés: 10 +a+8+b+x+c+5=41
—a+b+c+x=18 (5)
Luego, (4) —2(x(-(5) - x=5

Ejercicio 2.10 Silos conjuntos A y B son tales que n (AUB) =30,n(A—B) =12y
n (B — A) =10. Entonces, n (A) + n (B) es:

A. 24 B. 19 C. 38 D. 35 E. 16
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Solucién

n(AUB) =
— 30 =

n(A—B)=
— 12 =

n(B—A)=
— 10 =

n(A) +n(B) -
n(A)+n(B)—
n(A)—n(ANB)
n(A)—n(ANB)
n(B) —n(ANB)
n(B) —n(ANB)

n(ANB)
n(ANB)

Restando (1) - (2): n(B) =18 yrestando (1)-(3): n(A) =20

"n(A)+n(B)=38
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Problemas propuestos

Problema 2.1 Sean los conjuntos U = {a,b,c,d,e,f}, AUB={a,b,d,e}, ANB={e}, A—
B = {a}. Determine:

A. Los conjuntos Ay B B. n(A) C. n[(AUB)‘]

Problema 2.2 Sea U = {x € N/x <20} y los subconjuntos de U tales que
A={xeN/x<20, xpar}, B={4,6,79}, C={xe N/1<x <5}.
Determine:

A. (ANCY° B. [AUB)NC]° C. A—(BNCQ) D. (ANBNC)

Problema 2.3 Sin(AUB) =19, n(ANB) =5y n(A) =2n(B), determine n(A) y n(B).
Solucién: 16 y 8.

Problema 2.4 En un vuelo comercial procedente de Madrid descienden 190 turistas. Se
sabe que 62 eran mexicanos, 79 eran espafioles, 92 eran ingenieros; de estos tltimos, 32
eran mexicanos y 28 espafioles.

(Cuantos turistas eran ingenieros, pero no espafioles ni mexicanos?

Solucién: 32

Problema 2.5 En una encuesta a 100 inversionistas, se observo lo siguiente: 60 personas
poseian acciones, 35 poseian valores, 50 eran propietarios de bonos, 12 posefan acciones
y valores, 13 tenian valores y bonos y 30 eran propietarios de acciones y bonos. Si todos
manifestaron que poseen a lo menos una inversion, usando un diagrama de Venn-Euler
determine:

A. ;Cuantos invertian en los tres productos?
B. ;Cudntos inversionistas solo tenian bonos?
Solucién: A. 10 B. 17

Problema 2.6 A, By C son conjuntos tal que C C A’. Simplifique usando propiedades
de conjunto:
[[(CuB)NAJUC]NA

Solucién: C' N A

Problema 2.7 De 55 estudiantes de una universidad se obtuvo la siguiente informacién:
32 estudian el curso A, 22 estudian el curso B, 45 estudian el curso C y 10 estudian los
tres cursos. jCudntos alumnos estudian simultdineamente dos cursos?

Solucién: 24 alumnos.

Problema 2.8 A, B,C son conjuntos tales que A C Cy B C C y ademas n(C) = 120,
n(AUB)=90,n(ANB)=230,n(A)=n(B)+ 30. Encuentre:

A. n[(C—B)NA] B. n[(AUB)— (ANB)]
Solucién: A. 45 B. 60
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Problema 2.9 Simplifique usando propiedades de conjuntos:
[A—(BNA9)|N[(B—A)UA]

Soluciéon. A

Problema 2.10 Una empresa alimenticia lanza al mercado tres productos que son
etiquetados como A, B, C respectivamente. Se hace una encuesta a un cierto niimero
de personas que alguna vez han consumido por lo menos uno de estos tres productos,
dandose los siguientes resultados: 23 personas han consumido solo C; 35 personas han
consumido C y nunca han probado B; 53 personas han consumido A y B; 40 personas
han consumido A, By C; 1 persona ha consumido B y C, pero no A; 31 personas han
consumido solo A y 69 personas que han consumido A o B, nunca han consumido C.
Con la informacién dada construye un diagrama de Venn-Euler y determine:

A. ;Cuantas personas fueron encuestadas?

B. ;Cuéntas personas han probado C?

Solucién: A. 145 B.76

Problema 2.11 Una encuesta realizada a 300 personas en relacién con los medios de
comunicacién (R: radio, I: internet y T: televisiéon) que mas utilizan para informarse ha
arrojado la siguiente informacién: 65 personas solo se informan por radio; 40 personas
se informan por internet y television; 90 personas se informan por internet, pero no por
television; 65 personas se informan por radio y televisién; 55 personas se informan por
radio e internet; 35 personas no utilizan ninguno de estos tres medios de informacién y
25 personas se informan por estos tres medios.

Usando un diagrama de Venn-Euler, determine: ;cudntas personas se informan de las
noticias...?

A. Por internet.
Solo por uno de estos medios de comunicacion.
Solo por television.

A lo més por dos medios de comunicacion.

m O 0w

Por televisioén o internet, pero no por radio.

Solucién: A.130 B.155 C.30 D.275 E.105



UNIDAD II: Geometria analitica y nimeros
naturales

Resultados de Aprendizaje

R1. Utilizar las propiedades de la geometria analitica para la resolucién de problemas
que involucran lugares geométricos en el plano.

R2. Aplicar los conceptos de suma finita para la resoluciéon de problemas que involu-
cren sucesiones de nimeros naturales.

R3. Resolver problemas del &mbito de la ingenierfa, negocios, biologia y otros, median-
te el uso de progresiones aritméticas y geométricas.

R4. Utilizar los niimeros factoriales y la combinatoria para dar respuesta a problemas
matematicos.

Contenidos

¢ Larecta: pendiente, rectas paralelas y perpendiculares, representacion gréfica.
* La circunferencia: ecuacion, aplicaciones, representacién gréfica.

La parébola: ecuacion, aplicaciones, representacion gréfica.

Sumatorias.

* Progresion aritmética y geométrica.

Teorema del binomio.



3. Rectas

Resumen
Distancia entre dos puntos

Sean los puntos P(x1,1) y Q(x2,y2). La distancia d entre los puntos P y Q estd dada
por la expresion:

d=1/(r2 =312 + (12~ )

Distancia de un punto a una recta

Dado el punto P(x1,y1) fuera de una recta L, la distancia del punto P a la recta L :
ax + by 4+ ¢ = 0 es la longitud del trazo perpendicular trazado desde el punto P a la
recta L y viene dado por la férmula:

la(x1) +b(y1) +
VaZ + b2

d(P(x1,y1),L) =

Angulo de inclinacién

Se llama 4ngulo de inclinacién de una recta L al dngulo que forma esta recta con el eje x.
La medida del 4ngulo se toma en sentido contrario a las agujas del reloj.

Pendiente o coeficiente angular

Se llama pendiente o coeficiente angular de una recta L a la medida de la tangente de su
angulo de inclinacion. Se designa por la letra m, asi m = tan(a). Para los puntos P(x1,x7)
y Q(y1,y2) de una recta L, el valor de la pendiente m se obtiene por la férmula:

Y2—Wn
m = , xl;éxz
X2 — X1

Rectas paralelas

Sean L; y L, dos rectas de pendientes m; y m; respectivamente. Entonces, L; sera
paralela a L, si y solo si tienen el mismo angulo de inclinacién, o bien sus pendientes
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son iguales, es decir:
Li//Ly & m = my
Rectas perpendiculares

Sean L y L, dos rectas de pendientes m y my respectivamente, entonces, L; sera

perpendicular a L; si y solo si se verifica la relacion m; = ——, es decir:
ma

Lill,sm-m=-—1

Ecuacion de la recta dado un punto y la pendiente

Considere P(x1,y1) un punto cualquiera de la recta L y sea m su pendiente. Entonces, la
ecuacién de la recta viene dada por:

L:y—y;=m(x—xq)

Ecuacion simétrica de la recta

Considere una recta que corta los ejes coordenados x e y en los puntos P(a,0) y Q(0,b)
respectivamente. Entonces, la ecuacién de la recta viene dada por:
X Yy
A
a b

Ecuacion de la recta dado dos puntos

Considere P(x1,11) y Q(x2,y2) dos puntos cualquiera de la recta L con x7 # x». Entonces,
la ecuacion de la recta viene dada por:

Interseccioén de rectas

Si queremos estudiar las posiciones relativas de dos rectas L y L, en el plano, debemos
resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas.

a) Silas rectas son coincidentes, el sistema tendra infinitas soluciones.
b) Silas rectas son paralelas, el sistema no tendrd solucién.

¢) Si las rectas se cortan, el sistema tendra solucién tnica.
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 3.1 Un tridngulo cuyos vértices son A = (4,0), B=(—1,—1) y C = (3,5),
es:

A. Isosceles y rectangulo.
B. Isésceles, pero no rectangulo.
C. Rectangulo e isésceles.

D. No es rectdngulo ni isésceles.

Solucién
Sea

d(A,B) =1/ (4+1)%+ (1)> =26
d(A,C)=1/(4—3)°+(5)° =26

d(C,B) = \/(3+1)2 +(5+1)*=V52

El tridngulo es isésceles y rectangulo, en efecto:

d(A,B)=d(A,C) y d*(A,B)+d*(AC)=d*C,B)

Ejercicio 3.2 Si la pendiente de la recta que une los puntos P(3,—9) y Q(p,2p + 3) es

— ;, encuentre el valor de p:

23 23 69 99
A. T B. T2 C. 19 D. 11
Solucién
2p+3— (-9 5
Sea mpg = P P—3( )——§
2p+12 5
p—3 7
—14p +84 = —5p + 15
—19p = —69
69
—p=——

19
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Ejercicio 3.3 Para que larecta L : x — 3y + 15 = 0 sea paralela a la recta K determinada
por los puntos A = (a,b) y B= (—1,2), entonces, debe ocurrir que a es:

A.3b—-7 B. 3b -5 C. -3b+5 D. -3b+7
Solucién
1
Sea la recta L:x—3y+15=0—>m:§
La pendiente de recta K :my = b2
P R T a1
. . . b—2 1
Si L//K siysolosi m—mk—>a+1—§

—3b—-6=a+1<a=3b—-7

Ejercicio 3.4 Sean a # 0,b #0,silarecta L : % + % =1 contiene a los puntos P =
(2,—-3) y Q = (4,—5), entonces, (a,b) es igual a:
A. (1,1) B. (-1,1) C. (1,-1) D. (-1,-1) E. (2,-1)
Solucién
2 3
Si P—(2,—3)€L—>E—E:1—>2b—3a:ab (1)
i Q:(4,—5)GL—)%—%zl—HLb—Sa:ab @)

2)-1): 2b—2a=0—a=b

Reemplazando en (1):

2¢a—3a=a*— —a=a>—>a*+a=0—ala+1)=0
— ==l lg==l

o (a,b) = (-1,1).

Ejercicio 3.5 Los puntos de interseccién de las rectas
Li:x+y=0, L:3x+y—4=0, L3:x+3y—4=0
corresponden a los vértices de un triangulo. Entonces, el tridngulo es:

A. Is6sceles B. Equildtero C. Rectdngulo D. Escaleno

Solucién
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Sean A=LiNLy=(2,-2),B=LiNLy=(-22),C=LyNLs=(1,1)

d(A,B) = \/(—2—2)2+ (2+2%=4V2
d(A,C) = \/(1—2)2+ (1+2)*=10
d(B,C) = \/(1 +2)2+(1-2)*=V10

Existen dos medidas iguales y una distinta, se trata de un tridngulo is6sceles. .

Ejercicio 3.6 Sea L : g + %

=1tal quea + b =10y paralela a la recta L : 2x + 3y = 6,
entonces, la recta L; es:

A 2x+3y=12
B. x+3y=9
C. 3x+2y=38
D. 2x+3y =38
Solucién
Considere una ecuacién de la forma L; : g + % =1—a+b=10 (1)
b 2
y pendiente ms = — La pendiente delarectaLes my = —3
. b 2 2
Sl Ls//L—>m:—E:—§—>b:§a, (2)
resolviendo (1) y (2): a=6/\b:4—>g+%=1—>Ls:2x+3y:12

Ejercicio 3.7 Sean los puntos A(2,—6), B(4,k) y C(10,—2) colineales. Determine la
ecuacion de la recta que pasa por el punto P = (—2,4) y cuya pendiente es k.

A y=-5x—-6

B. y=5x+6

Cy+5x—6=0

D. y=6x+6

E.y=6x+5
Solucién

Silos puntos A, By C han de ser colineales , entonces, mp = mac

k+6 -2+6 k+6 4
MAR=MAC = —> =905 > 5 =g —k+6=1—k=-5
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La recta que pasa por P = (—2,4) y cuya pendiente tiene valor k = —5, es:

y—4=(-5)(x+2)>y=-5x—-6

Ejercicio 3.8 Una recta L, contiene al punto de interseccién de las rectas L1 : 2x —
3y+4=0yLy:3x+4y —5=0y es perpendicular a L3 : 6x — 7y + 3 = 0. Entonces,
la ecuacion de la recta L, es:

A. 119x + 102y = —125
B. 119x + 102y — 125=0
C. 119x — 102y =125

D. 119x — 102y = —125

Solucién
El punto de interseccién de las rectas se obtiene resolviendo el sistema

1 22

L1:2x—-3y+4=0 1 _ 22
17 Y717

Ly:3x+4y—5=0[ ' *7~

1 22
El punto de interseccion de las rectas L1 y Ly es (x,y) = (—17, 17)

6
La pendiente de L3:6x—7y+3:O—>y:§x+;—>m:§
22

1717

Ly: e — x+l —6 _22 == x—l—i
YT 76 17 Yy=17)~ 17

L,:6(17y —22) = —7(17x + 1)
L,:119x + 102y = 125

: 7
) y su pendiente es m = ——

Larecta L, contiene al punto < 6

Ejercicio 3.9 El punto P(a,b) se encuentra en la recta L; : 3x + 2y = 13 y el punto
Q(b,a) se encuentra en la recta L, : 4x — y = 5. Entonces, la ecuacién de la recta que
contiene a los puntos Py Q es:

A x-2y=5 B x+y=5 C x+y=-5 D.2x—y=-5
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Solucién
La pendiente de la recta que contiene a los puntos Py Q es:

AN
(=l

meI =—1—>me:—1

<

—a

Por otro lado: (a,b) € Ly :3x +2y =13 — 3a+ b =13.
Si(ba)€Lly:4x—y=5—4b—a=35,

resolviendo el sistema para a 'y b se obtienea =3y b = 2.

La recta que contiene a los puntos P(3,2) y Q(2,3) es de la forma:
y—yo=mx—x) >y—2=-1(x—-3)—>x+y=>5 &

Ejercicio 3.10 La ecuacién de la recta que contiene al punto de interseccién de

las rectas L1 :4x —3y —1 =0y Ly : 5x —2y — 3 = 0 y es paralela a la recta L3 :
2y —3x+2=0,es:

A —3x+2y=-1

B. x-3y=1

C. 2x-3y=1

D 2x—y=1
Solucién
En la interseccion de las rectas
4x -3y —1=0

5x—2y—3=0| * ¥ =11

la pendiente de la recta 2y —3x+2=0—y= %x —lesm= %

y la ecuacién requeridaesy —1=3(x — 1) = 2(y — 1) =3(x — 1)

—2y—2=3x—-3—-3x+2y=-1
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Problemas propuestos

Problema 3.1 Los puntos A = (—3,8), B=(1,—-2) y C(5,4) corresponden a los vértices
de un tridngulo. Determine:

A. Su perimetro.

B. Las ecuaciones de las rectas que contienen a cada uno de los lados.

Solucién: A. 2693 B.Li:y=—-05x4+65Ly:y=15x—-35,L3:y=—-25x+05

Problema 3.2 Sean A = (4,k) B = (10,—2), C = (2,—6), y puntos colineales. Determine
la ecuacion de la recta que contiene al punto P = (4, —2) y cuya pendiente es k.
Solucién: 5x +vy =18

Problema 3.3 Los puntos de interseccion de las rectas
Li:x+y=0,L:3x+y—4=0y L3:x+3y—4=0
corresponden a los vértices de un tridangulo. Clasifique el tridngulo.

Solucidn: Isésceles.

Problema 3.4 SilasrectasLi:x+y+1=0; Ly:4x+3y+4=0 y Lz:x+ay+b=0
son concurrentes (se intersectan en un solo punto) tal que a? + b*> = 2, determine los

valores deay b.
Solucién: a =41, b=1.

Problema 3.5 Dadas las rectas Ly : 3x —2ky —9 =0y Ly :4x +y — 1 =0, determine el
valor de la constante k de modo que las rectas L; y L, sean:

A. paralelas B. perpendiculares

Soluciéon: A.k=-3/8 B.k=6

Problema 3.6 Sea el tridngulo rectangulo cuyos vértices son P = (2,-2), Q = (—8,4)
y R=(5,3), demostrar que el punto medio de la hipotenusa equidista de los tres vértices.

Problema 3.7 Se sabe que larecta L1 : —x 4y =1 corta al eje X en el punto A, y la recta
Ly : 4x + 5y = 20 corta al eje Y en el punto B. Encuentre la ecuacién de la recta L3 que
contiene a los puntos A y B.

Soluciéon: A = (—1,0), B=(0,4), Lz:—4x+y=4.

Problema 3.8 Los vértices de un tridngulo son los puntos A(—4,1), B(—3,3) y C(3,—3).
A. Halle la longitud de la altura del vértice A sobre el lado BC.

B. Determine el drea del tridngulo.

Solucién: A. i unidades lineales B. 9 unidades cuadradas

V2

Problema 3.9 Una recta L, contiene el punto de interseccién de las rectas L1 : 3x —y =6
y Ly :4x +y =1, y ademads, es perpendicular a la recta de ecuacion L3 : 3x + 2y = 6.
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A. Encuentre la interseccién de las rectas Lq y Lo.
B. Halle la ecuacién de la recta L,.
Solucién: A. (1,—-3) B. —2x+3y=—11

Problema 3.10 Determine la distancia del punto P = (3,4) alarecta L: 3x — 4y = 12.
Solucién: d = 3.8

Problema 3.11 Determine la distancia entre las rectas paralelas
Li:4x -3y —18=0y Ly:4x — 3y =0.

Solucién: d = 3.6

Problema 3.12 En las ecuaciones Ly :ax+ (2—b)y —23=0y Ly: (a—1)x+by+15=0,
encuentre los valores de a y b para que las rectas se intersecten en el punto P = (2, —3).
Solucién: a =4, b=7.

Problema 3.13 Una recta K contiene al punto de intersecciéon de las rectas L : 2x —
3y+4=0 y Ly:3x+4y —5=0y ademas es perpendicular a la recta de ecuaciéon
Ly:6x—7y+3=0.

Determine la ecuacion de la recta K.

Solucién: 119x + 102y — 125 =0



4. La circunferencia

Resumen
Definicion
Circunferencia es el lugar geométri-
co de un punto P que se mueve en el »
plano de tal manera que se conserva S puno ot

siempre a una distancia constante
Definicién 4.1 de un punto fijo C del mismo plano  Puntofio

(ver fig 4.1), esto es }@‘ =r. El pun- (o)

to fijo se llama centro de la circun-

ferencia, y la distancia constante se

llama radio.

Radio

Figura 4.1

Ecuacién de la circunferencia
e Forma principal. Centro C = (k) y radio r (ver fig 6.1) tiene por ecuacién:

(x = hP + (y— kP =1
¢ Forma canénica. Centro C = (0,0) y radio 7, su ecuacion es:
X2 4 yz — 2

* Forma general. La ecuacién x> + y? + Dx + Ey + F = 0 representa una circunferen-

cia de radio diferente de cero si y solo si D? + E2 — 4F > 0.

Las coordenadas del centro son (—2,—%) y suradio es r = /D2 + E2 — 4F.
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 4.1 Una circunferencia tiene su centro en C = (1,—3) y es tangente a la recta
L:3x — 4y — 5 = 0. Entonces, el radio de la circunferencia es:

A. 2 B. 4 C. D.

NIl
N1

Solucion
Sea r la distancia desde el centro de la circunferencia a la recta L:

3(1) —4(=3) -5 _ 10

r=d(C,L)= 32+(_4)2 z

=2—>r=2

Ejercicio 4.2 El punto P(x,y) diametralmente opuesto al punto (1,0) en la circunferencia
x> +y?+2x+4y —3=0es:

A. (=3,4) B. (3.—4) C. (—-3,—4) D. (3,4)
Solucion

Sea x*+y*+2x+4y—3=0
= (x+1)* + (y+2)* =8 C(hk) = (—1,-2).
Elpunto (x,y) requerido es tal que
x+1

si S =-loxtl=-2- (x=-3)

y si yTM:—Z—)(y:—Q,

(x,y) = (=3,—4).

Ejercicio 4.3 Silas ecuaciones Ly : x +y = 6y Lp : x + 2y = 4 representan dos didmetros de
una circunferencia de r = 10, entonces, la ecuacién de la circunferencia es:

A x*4+y?—16x +4y —32=0
B. X2+ y*—16x+4y+32=0
C. x4+ y?>+16x+4y—32=0
D. x>+ y*—16x —4y —32=0

Solucién
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Si L; y Ly son didametros de la circunferencia, entonces, su centro es
C=LiNL,—»C=(8,—-2)Ar=10.

Luego, (x —8)* + (y +2)* =100 — x2 + y? — 16x + 4y — 32 = 0. .

Ejercicio 4.4 La ecuacion de la tangente a la circunferencia en el punto T(1, —1) cuyo centro
es el punto de interseccion de lasrectas L1 : x —y =1y Ly :2x +y =3, es:

A x—-3y=4
B. 3x—y=4
C. x+4y+3=0
D. 4x+3y =0
Solucién
Sea

Figura 4.2

Se tiene que el centro es C = L1 N L, = (3,3) (ver figura 4.2). La pendiente de la recta
tangente es

mr = — —m ——1/3——1—>m _ 1
= " m T=74/37 14 =74
y+l=—z(x-1)
—4dy+4=—x+1—->x+4y+3=0 .

Ejercicio 4.5 Encuentre el radio de la circunferencia que pasa a través del punto de
interseccion de las rectas L1 : 3x —2y —1 =0y L, : 4x +y — 27 = 0 y cuyo centro es el
punto C(2,—3).

A. /109 B. 10 C. v92 D. 92
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Solucién
Se tiene que L1 N Ly = (5,7), luego, el radio es:

r=1/(5-22+ (743> = V3 +10% = V09

puntos distintos si:

A, -35<m<15
B. 15 <m <65

C. 35 <m<85
D. -85 <m < —35

Solucién

Six?+y2 =4x+8y+5— (x —2)* + (y — 4)> = 25, luego, el centro es (2,4) y r = 5.

Si la circunferencia intersecta la recta 3x — 4y = m en dos puntos distintos, entonces, la
longitud de la perpendicular del centro es menor que el radio.

Por lo tanto:

3(2) —4(4) —m|
5

|—10 — m|

<5— — |10 4 m| < 25

——=25<m+10<25
——=35<m<15

Ejercicio 4.7 Sean las circunferencias
Si:x? + 2 +8x+10y+5=0, Sy:x*+y*>—4x—6y=0
La ecuacién de la circunferencia concéntrica con Sy y que pasa a través del centro de S; es:
A X+ +8x+10y +59=0
B. x*+y*+8x+ 10y —59 =0
C. x?+y>—4x—6y+87=0
D. x¥+y>—4x—6y—87=0

Solucion

4
Ejercicio 4.6 La circunferencia x* + y? = 4x + 8y + 5 intercepta la recta 3x — 4y = m en dos
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Sean
S1:0%+ 2 +8x+10y —5=0— (x +4)°+ (y +5)> =36 — C; = (—4,-5)
Sy:x?+1y2—4x—6y=0— (x—2)"+ (y—3)> =13 > C, = (2,3)
La circunferencia requerida tiene su centroen C; y pasapor C,
r=d(C1G) = \/(—4—2)2+ (=5—3)2 =100 =10 — r = 10
— (x+4)* 4 (y +5)* =100
—x2 42 +8x +10y —59 =0

Ejercicio 4.8 Encuentre la ecuacién de la circunferencia que es tangente al eje i en el punto
P = (0,—3) e intercepta una longitud de 8 unidades sobre el eje x.

A x> +y>+£10x+6y+9=0
B. X2+ y*+6x+10y+10=0
C. x*+y*+14x+6y+9=0
D. x>+ y*+8x+6y+9=0

Solucion
Sea

Figura 4.3

En la figura 4.3 se observa que r = h, entonces, r = 5 y el centro es C(5,—3).
Si consideramos la circunferencia del lado derecho, se tiene que

(x—=5)+ (y+3)>=25— x>+ 1> —10x + 6y + 9 =0.

Si consideramos la circunferencia del lado derecho, el centro C(—5, —3) y la ecuacién de la
circunferencia es

(x+5)*+ (y+3)> =25 x>+ 2 +10x + 6y + 9 = 0.
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Ejercicio 4.9 La ecuacion del circulo inscrito en el tridngulo, formado por los ejes coorde-
nados y la recta L : 12x + 5y = 60, viene dada por:

A x?4+y?—4x—4y+4=0
B. X2+ y*+4x+4y+4=0
C. x+y>—4x—4y—4=0
D. X>+y>+4x—4y—4=0
Solucién
Si el radio de la circunferencia es r = a, entonces,

el centro es C = (a,a). Ademés, la distancia de
Calarecta L es

_ [12(a) +5(a) — 60| _ |17(a) — 60| .
o V12Pem 1B
— 17(a) — 60| = 13a

—17a — 60 = +13a$%

—17a F+13a =60
—4a=60V 30a=60 .. a=15Va=2.

d

Figura 4.4
De la figura 4.4 se deduce quea #15 . a =2
La ecuaciénes (x —2)2 + (y —2)? =22 - 22 + y?> —4x — 4y + 4 =0. "

Ejercicio 4.10 Los centros de las circunferencias
Cl:x2+y2:1, Cz:x2—|—y2—|—6x—2y:1, C3:x2—|—y2+2x—6y:4
corresponden a los vértices de un tridngulo:
A. Isésceles B. Equilatero C. Escaleno
Soluciéon
Sean x*>+y*>=1—C;=(0,0)
Py +6x—2y=1
- (x+3)+(y—-1)*=11-C, = (-3,1)
X2+ 2+ 2x — 6y = 4.
—(x+1)°+(y—3)>=14—C3 = (—1,3)
Luego, d(C1C3)=+10, d(C1Cy) =10, d(C2C3) = V8.

.. los centros Cy, C; y C3 son los vértices de un tridngulo isésceles.
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Ejercicio 4.11 Si dos circunferencias
2 2
S1: (x—4) +(y—7) =36
y
Sp:x? 4 y? —16x — 20y + 164 = 12
se cortan en dos puntos distintos, entonces:

A l<r<1l
B. r>11
C.0<r<1
D. r=11

Solucién

SiS:(x—4)+ (y—7)>=36 entonces Cy(4,7)Ar1=6

Si Sy :x? +y? — 16x — 20y + 164 = 12, entonces, su forma candnica es:
Sy:(x—8)"+ (y—10)> =12 = C5(8,10) Arp = 1.

Las circunferencias se intersectan si |11 — 12| < d(C1Cp) <11+ 12

6—r]<\/(4—8)2+(7—102<r+6—|6—r|<5<r+6

Si5<r+6,Vrentonces [r —6| <5+ —5<r—6<5—=1<r<1l.
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Ejercicios propuestos

Problema 4.1 Geométricamente, entre una recta y una circunferencia puede ocurrir una de
las siguientes situaciones: que no se corten, que la recta sea tangente a la circunferencia, o
bien que la recta sea secante a la circunferencia.

Determine cudl de estos casos ocurre entre la recta L : 7x — y — 22 = 0 y la circunferencia
C:(x—2)%+(y—3)?=13.

Solucién: La recta es secante a la circunferencia y los puntos de interseccion son (4,6) y

(35 —2)-

Problema 4.2 Encuentre la ecuacion general de la circunferencia C;, concéntrica a la circunfe-
rencia C : x> + y? — 6x + 10y — 2 = 0 y cuyo radio es la mitad del radio de la circunferencia C.
Solucién: x2 + y* — 6x + 10y +25=0

Problema 4.3 Determine la ecuacién de la circunferencia (x — h)? + (y — k)? = r? cuyo centro
se encuentra en la recta L : 3x — y — 8 = 0 y ademas contiene a los puntos P(3,5) y Q(7,1).
Solucion: (x —3)* 4 (y —1)* =16

Problema 4.4 Determine la ecuacién general de una circunferencia, si los extremos de una de
sus cuerda son los puntos P(2,7) y Q(4,1) y ademas se sabe que tiene su centro sobre el eje y.
Solucién: x2 +y*> — 6y — 11 =0

Problema 4.5 Dada la ecuacion de la circunferencia x> + > — 10x — 4y + 20 = 0. Encuentre
la ecuacién de la recta ax + by 4+ c = 0, que contiene el centro de la circunferencia y es
perpendicular a la recta L : 2x — 5y 4 8 = 0.

Solucién: —5x — 2y +29 =0

Problema 4.6 Halle la ecuacién de la circunferencia de radio 3 y cuyo centro se encuentra en
el punto de interseccién de las rectas

Li:x—y—5=0y Ly:x+3y+3=0.
Solucién: x2 4+ y?> —6x +4y +4=0
Problema 4.7 Si las circunferencias
Cr:(x =1+ (y—-37°=r y C:x*+y*—8x+2y+8=0

se intersectan en dos puntos, halle los posibles valores de .
Solucién: 2 <r < 8

Problema 4.8 Si las coordenadas de los puntos extremos de un didmetro de la circunferencia
son A(—1,2) y B(4,—3). Encuentre su ecuacion.
Solucién: x? +y?> —3x +y —10=0

Problema 4.9 Una circunferencia contiene a los puntos A = (—3,3) y B = (1,4) y su centro
estd sobre la recta L : 3x — 2y — 23 = 0. Determine su ecuacion.

Solucién: (x — 2)* + (y +17/2)* = 629/4
Problema 4.10 Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia

x* +y* —30x + 6y +109 =0
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en el punto P(4,—1).
Solucién: —11x + 2y +46 =0

Problema 4.11 Larecta L1 : 2x — y + 1 = 0 es tangente a la circunferencia en el punto T(2,5) y
el centro se encuentra sobre la recta L, : x — 2y = 4. Halle el radio de la circunferencia.
Solucién: r = 3v/5



5. La pardbola

Resumen

Definicion
Definicion 5.1 La pardbola se define como el conjunto de los puntos del plano que equidis-
tan de un punto fijo, llamado foco, y de una recta fija llamada directriz (ver fig. 5.1).
La perpendicular a la directriz que pasa por el foco se llama eje de simetria o eje de la

pardbola. El punto de interseccion entre el eje de simetria y la pardbola se llama vértice de
la parabola.

Figura 5.1



56 Capitulo 5. La pardbola

Ecuacion estandar de la pardbola

La ecuacién estdndar de la pardbola con vértice en (0,0), foco sobre un eje y p > 0 estd
dada por alguna de las siguientes formas gréficas (ver fig 5.2).

Figura 5.2

Ecuacién de la pardbola con centro (h,k)

Si el eje focal de la pardbola es paralelo al eje x (ver fig.5.3) y p > 0, su ecuacion es de la
forma:

(y—k)>=4p(x—h)

Ademas:
» El vértice es V(h,k).
» El foco corresponde a F(h + p,k).
= La directrizes x =h — p.
» Lalongitud del lado recto es L = |4p]|.

Figura 5.3
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Si el eje focal de la parabola es paralelo al eje y (ver fig. 5.4), entonces, su ecuacion sera:

(x —h)*> =4p(y —k)

Ademas:
» El vértice es V(h,k).
» El foco corresponde a F(h,k + p).
» Ladirectrizesy =k — p.
» Lalongitud del lado recto es L = |4p|.
» Lalongitud del lado recto es L = |4p]|.

Figura 5.4
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 5.1 Los puntos de la pardbola y? = 12x cuya distancia al foco es 4 unidades, son:

A. (1,2v3),(1,—2V/3)

B. (2,V3),(2,—V3)

C. (1,2v3)

D. (1,—2v3)
Solucién

Sea y? = 12x, entonces, p = 3 y las coordenadas del foco F es (3,0). Y sea P = (a,b) un punto
cualquiera de la parabola de modo que:

d(F,P)=4— \/(a—3)2+(b—0)2:4
(a—3)+ 1> =16 Ab> =12a

(a—3)%+12a=16

*—6a+9+12a=16

?+6a—7=0
(a—1)(a+7)=0
a=1,a=-7

Si a=1-b=12—>b=+2V3
P = (1,2\/§) Py = (1,—2[3)

Sia = —7, no existe un valor para b. n

Ejercicio 5.2 La distancia del foco a un punto P(x,y) de la parébola y? = 16x cuya ordenada
es el doble de la abscisa, es:

A. 8 B. 6 C. 10 D. 12 E. 9

Solucién
Sea F(4,0) el foco de coordenadas y sea P(x,y) tal que y = 2x, sustituyendo en la ecuacién
de la parébola:

— 2 =16x — (2x)* = 16x
— 4x*> —16x =0
—4x(x—4)=0—->x=0,x=4
Si x=4—y=8—-DP=(4,8)

—>d(F,P):\/(4—4)2—|—(8—0)2:8
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Ejercicio 5.3 Una pardbola tiene su vértice en el origen; su eje se encuentra a lo largo del
eje x y pasa por el punto P(2,3). La ecuacion de la parabola es:

A Y= gx B. > = gx C. 4> =9x D. > = ~x

Solucién
Se requiere una ecuacién de la forma:
y? = dpx

9
Si P(2,3) pertenece ala pardbola, entonces, 9=4a(2) - p= 3

9 9
2 _ = 2:—
y, luego, vy —4<8>x—>y %

Ejercicio 5.4 El vértice de una parédbola es V(2,2) y las coordenadas de sus extremidades
del lado recto son los puntos P(—2,0) y Q(6,0). La ecuacién de la parédbola es:

A x?—4x+8y—12=0
B. x*+4x—8y+20=0
C. y*—4y+8x—12=0
D. x> +4x+8y—12=0

Solucién
La longitud del lado recto es

4p| =d(P,Q) = \/(6+2)* + (0)> =8 — |4p| =8 — p = £2.

La parébola es de posicién vertical y concava hacia abajo, luego p = —2;
su ecuacion es  (x —h)? =4p(y —k).

Entonces: (x —2)*=—4(2)(y —2)

—x? —4x+8y—12=0

Ejercicio 5.5 La circunferencia que tiene como centro el vértice de la pardbola y = 5x% —
5x 4 9 y cuyo radio es la longitud del lado recto, es:

A. x? +y2 —x—155y+ 60,27 =0
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B. x? —|—y2 —x—155y - 60,27 =0
C. x*+y?>—x+155y+6027 =0
D. x2+y?+x — 155y + 60,27 =0
Solucién
Sea
y=5x>—5x+9
y=>5(x*—x)+9

1 5
2 _ - -z
y—S(x x+4>+9 1

—5 x_l 2+E
¥y= 2 n

(3362

L 1 31 . 1
Vértice V = (§’Z> yradio r=|4p|= 5

La ecuacién de la circunferencia es:

2 2 2
(x_%> +(y_%) :G) P4y —x — 155y + 60,27 = 0

Ejercicio 5.6 Larecta x —2 = 0 es la directriz de la pardbola y2 — kx — 4 =0, entonces, el
valor de k es:

A. -4 B. 4 C. 3 D. 2

Solucion
Sea

y2—kx—4:0—>y2:kx+4—>y2:k(x+%>

El vértice de la pardbola es v = (—%,0) [4p| =k —»4dp=k —»p= 1~

4 4 4 4

4 4 4 4 8
—><—+2_—> V<E+2——E>—>QV(E_—2>—>k_—4
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Ejercicio 5.7 La distancia desde uno de los extremos del lado recto de la parébola 5y = 4x
al punto P(3,0) es:

A. 242 B. V2 C. 8 D. 4/3

Solucion

4 4
Si 5y-=4x—y —5x—>\4p| 5 —p 5
1
la ecuacion del lado rectoes L :x = 5
La interseccién de la parabola con el lado recto es:
4 /1
2 2
— =4x sy ===
Sy X =y 5 ( 5)
4 2
2 _ 4 _ Lz
DY =g V=%
12 1 2
Los puntos extremos del lado recto son E; = 55 yEy = 55 )
Luego:

)
2

- (3 (- B
d(P,E;) ==2V2

Ejercicio 5.8 La ecuaci6n de la directriz de la pardbola y? + 4y + 4x +2 = O es:
A x=3/2 B. x=-1 C. x=1 D. x=-3/2
Solucién
Sea y*+4y+4x+2=0
Y4y +4+4x—2=0

—>(y+2)2:—4x+2=—4<x—%>

1
Vértice de la pardbola: <§, —2) Np=—-4—p=-1,p<0

1
Ecuacion de la directriz: d=h—p—>d=§—|—1=g—>d=g
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Ejercicio 5.9 La ecuacién de la parédbola es (y —k)*> = 4p(x — h), p > 0, entonces, el
vértice y foco son respectivamente:

A. (k) y (h+pk)

B. (hk)y (p.k)

C. (h+pk+p)y (hk)
D. (hk)y (h—p,k)

Solucién

Sea (y — k)*> = 4p(x — h),p > 0.

La pardbola es de posicién horizontal y se abre hacia la derecha. El vértice es V = (h,k).
El foco se encuentra desplazado p unidades hacia la derecha del vértice; el foco es F =
(h +p, k). n

Ejercicio 5.10 La ecuacién de la parébola cuyo vértice es V(—3,—2), su eje es horizontal y
que pasa por el punto P(1,2), es:

A P +4y—4x—8=0
B. Y2 +4y —4x+8=0
C. y*—4y+4x—8=0
D. y>*—4y+4x+8=0

Solucioén Si el eje de la parébola es horizontal y V = (—3,—2), la ecuacién de la parabola es
de la forma:
(y+2)* =4p(x +3)

Si pasa por P(1,2), entonces, (2 + 2)? =4p(1 + 3) — 16p = 16, es decir, p = 1.
Por lo tanto, la ecuacién de la parabola requerida es:

(y+2)2=4(x+3) > 1> +4y—4x—8=0
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Ejercicios propuestos

Problema 5.1 Determine la ecuacién de la directriz de la parabola 4y* + 12x — 12y + 39 = 0.

Solucion: x = —Z

Problema 5.2 Encuentre la ecuacién de la circunferencia que es tangente a la recta L : 2x +
3y +1=0enel punto T(1,—1) y pasa por el foco de la parébola y = 4x.
Solucién: 3x% + 3y* —8x + 3y +5=10

Problema 5.3 Sea la parébola dada por y?> = 16x y P(x,y) uno de los puntos extremos del
lado recto que se encuentra en el primer cuadrante. Si una cuerda de la parabola es dibujada
con pendiente -1 y pasa por el punto P, encuentre la longitud de la cuerda:

Soluci6n: 32v/2

Problema 5.4 Encuentre la ecuacién de la parébola si:

A. El vértice es (0,0) y la ecuacién de su directriz es y = 2.
B. El vértice es (0,0) y la ecuacion de su directriz es x = —6.
Solucién: A. x*+8y=0 B.y*>+8x=0
Problema 5.5 Dada la pardbola que tiene ecuacién y? + 6x + 10y + 19 = 0. Determine:

A. Su vértice y foco.
B. La ecuacion de la directriz.
C. Lalongitud del lado recto.

D. Su gréfico de acuerdo a los datos obtenidos.

Solucién: A. (1,—5) y (—0.5,5) B.x =25 C. 6 unidades

Problema 5.6 Encuentre la ecuacién canénica de la parabola (y — k)? = 4p(x — ) que tiene
vértice el punto V(—4,5) y su foco en el punto F(—1,5).
Solucién: (y —5)? = 12(x +4)

Problema 5.7 Sea la ecuacién de la pardbola y = x> + x — 2.

A. Reducir a la forma canénica (x — h)? = 4p(y — k).

B. Obtener su vértice y foco.

C. Determine la longitud del lado recto y la ecuacién de la directriz.
Solucién: A. (x +0.5)2 = (y —1.5)  B. Vértice= (—0.5,1.75) y Foco=(—0.5,2) C.LLR=1
Directriz: y = 1.5

Problema 5.8 Una parabola cuyo vértice estd en el origen y su eje de simetria coincide con el
eje coordenado y, pasa por el punto (6,-3). Determine la ecuacién de la parabola, su foco y su
directriz.

Solucién: x? + 12y = 0, Foco F = (0, —3), Directriz y = 3.

Problema 5.9 Una circunferencia tiene su centro C(h,k) ubicado en el vértice de la pardbola

x> —4x —4y=4
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y ademads pasa por los extremos del lado recto de la pardbola. Determine la ecuacién de la
circunferencia.
Solucién: x? +y?> —4x + 4y +3=0

Problema 5.10 Encuentre la ecuacién de una pardbola cuyo vértice es el punto (—1,—2), su
eje es vertical y pasa por el punto P = (3,6).
Solucién: x? + 2x — 2y =3
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6. Sumatorias

Resumen
Definicién
Definicién 6.1 Sumatoria
Sea {a, },cp sucesion finita, se define la suma de los primeros 1 términos de la sucesién

n
{a,}, es decir, a1 + ax + az + ... + a,_1 + a, mediante el simbolo } 4y tal que:
k=1

n
Y ag=a1+ar+- 4 a1 +an
k=1

Propiedades de las sumatorias

Sean a; y by sucesiones, « € R, r <n, r,n € Ny entonces:

Los Lo Be-[]

k=1
n n+p

Sy ara=ac) g 8. Eak— Y au

k=1 k=1 =r k=r+p

n
Y a=a-n 9. Zak_Zak—i- Zﬂk r<i<n
k=1 =r k=i+1

n n

Zuc:(n—r—i—l)'zx 10. E(ﬂk+1_ak):an+l_ar

k=r k=r

! n(n+1) n
. kglk = # 11. Z(ﬁlk — ak+1) =ar — Ap+1

— k=r

1 1) (2 1 L 1—r
,kzlkzzn(n—i_ )6( n+1) 12. kzla-rk_1:a<1_ >conr7é1
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Ejercicios resueltos

6 6 6
Ejercicio 6.1 Encuentre el valor de la expresion Y _k+ Y 2k + ) "3k
k=1 k=1 k=1
A. 128 B. 162 C. 126 D. 164 E. 108

Solucién
6 6 6 6

Y k4 ) 2k+) 3k=Y" (k+2k+3k)

k=1 k=1 k=1 k=1

6(6+1)
2

B
Y (6k)
k=1
6 i k=6
k=1

:6-%:6-21:126

5 4 6
Ejercicio 6.2 Encuentre el valor de la expresion ) | 2k* + ) 3k% — ) 4k.
k=1 k=1 k=2

A. 436 B. 306 C. 303 D. 330 E. 360

Solucién
La expresion dada se puede escribir como

5 4 6 8 4 6
Y22+ Y 3k — Y ak=2)"K*+3)Y K4} k
k=1 k=1 k=2 k=1 k=1 k=2

2
:25(5“)22 5+1)+3[4(42+1)] —4(2+3+4+5+6)
=2.55+3[10]> — 4- (20)
— 110+ 300 — 80

=330
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n 15
Ejercicio 6.3 Si ¥ k; = 2n? + 3n, entonces, Y_ k; es igual a:
i=1 i=6

A. 250 B. 430 C. 356 D. 125 E. 360
Solucién
15 5 15
Zki = Zkl + Zkl
=il =il i=6
15 15 5
=Y k=Y ki— Yk =2(15) +3(15) - [2(5)* +3(5)] =430
i=6 i=1 i=1

n
Ejercicio 6.4 Encuentre el valor de la sumatoria ) 3" =?
k=1

A 3@ +1) B (-1 C36'-1 D }@E-1

Solucién

n
Yy 3F=3"+32+3*+3"+..+3" factoriza por 3
k=1

i3k=3(1 +3! +32+33+...+3"—1)
k=1

n
Yy 3=3 (1+31+32+33+ ....... +3"1+3"3">
k=1

n n

Yy 3 =3 (1 + 23’<—3”)
k=1 k=1

n n

Yy 3 =3+3) 33!
k=1 k=1

n
3t —3=2%"3"
k=1

%

N W

(3" 1) = i:sk
k=1



68 Capitulo 6. Sumatorias

5
Ejercicio 6.5 Halleel valorde E= ) (3k—1) —
k=1 k=1

A. E=10 B. E=20 C. E=12 D. E=16 E. E=24

Solucién
5

5
E=) (Bk—1)-)_6
k=1 k=1

E= Bik il—i6

k=1 k=1 k=1
3 )
=3) k=27

k=1 k=1

E=3g—5-7=45—35=10

8 8 9
Ejercicio 6.6 Sean Y x;2 =85, Y x; = 101 y x9 = 7. Obtener el valor de } x; (x; — 2).
k=1 k=1

k=1

A7 B. -56 C. -18 D. 24 E. -82

Solucién
8

9
in(xi —2) = in (xi —2) +X9(X9 —2)
k=1 k=1
8
Z 2xk —|—X9(X9 —2)
k=1
8

Z —2x;) + (x9)% — 2(x9)

8

2 22xk+49—14

= k=1
:85—2-101+49—14
=82



k=8
Ejercicio 6.7 Laexpresion ) k(k+a) — Y (k—1)(k —b) es equivalente a:
k=1 k=2

k=9

A Y (k—1)(a+b—1)
k=2
k=8

B. ¥ (k+1)(a+b—1)
k=1

k=9
C. ¥ (k—1)(a+b)
k=2

D. Y k(a+b)
k=2
Solucién
k=8 k=9 k=9 k=9
Zk(k—i—a) — Z(k—l)(k—b) = Z(k—l)(k—l—l—a)— Z(k—l)(k—b)
k=1 k=2 k=2 k=2
k=9
:I;z(k—l)[(k+a—l) — (k—1)]
k=9

=Y (k—=1)(a+b-1)
k=2

45
Ejercicio 6.8 El valor de la sumatoria ). (3k +4)(2k — 15) es igual a:
k=26

A. 127750 B. 147375 C. 134596 D. 145205 E. 121350

Solucién
45 45 25
Y~ (6k* —37k —60) = Y (6k* — 37k — 60) — Y (6k* — 37k — 60)
k=26 k=1 k=1

45 45 45 25 25 25
=6Y K —37Y k—Y 60-6) K +37) k+ ) 60
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
= 188370 — 38295 — 2700 — 33150 + 12025 + 1500
= 127750
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5 5 5
Ejercicio 6.9 Sean Y (3x; + Zyk)2 =161, Y xf =13, ¥ (xxyx) = 2, entonces, el valor de
k=1 k=1

k=1
>
Yy, =7
k=1
A. 5 B. 6 C. 4 D. 8 E. 2
Solucién
5
Z 3x¢ + 2y,) > = 161
5 , - , 5 ) 5
9Zxk—|—122(xkyk)+42yk:161, Zxk =13, Z(xkyk)=2
k=1 k=1 k=1 k=1 =1

5
9(13) +12(2) +4 }_y* =161
k=1

5
117+24+4) y’ =161

5
141+4) y’ =161

k=1
5
4Y yr=20
k=1
5
Yy =5
k=1

7 7 7
Ejercicio 6.10 Sea Y (xx — 5)2 =90y Y, x% = 55. Entonces, el valor de ) xj es:

10
42
21
14
16

m Y0 w
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Solucién
7
Z X — 90
7 =
Y (x — 10x; +25) =90
k=1
7 7 7
Y g —10) x+) 25=90
k=1 k=1 k=1

7
55—10) x+25-7=90
k=1

7
230—-90=10)  x;
k=1
7 140

L=

A 2 4
Ejercicio 6.11 Sea A € Z* tal que ) | <i2 A4 é) =1944. Elvalorde Y. (Ak—3)es

= 3 k=1
A. 144 B. 135 C. 136 D. 162 E. 221
Solucion
A .
A i
@ _ & U _
Z:(: 5 3> 1944
i=1
A A A .
A i
2
— =) - — ) =1944
L@®-1(5)-5()=»
AA+1)2A+1) 1, 1A(A+1)
— = — ) 1944
6 3 3 2 e

AA+1)(2A+1) —2A2 — A(A+1) =11664
2A34+3A%2 4+ A—2A%— A — A =11664
2A% =11664
A% = 5832
A=18

4
— ) (18k—3) =162 —18 =162 — 18 = 144
k=-1
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p _
Ejercicio 6.12 Sea p € N tal que ) _ (ZkTp> = 8, entonces, (2p? — 50p — 92) es:
il

A. 1289 B. 2900 C. 2250 D. 3700 E. 4900

Solucion

2 8

p+1)—p*=64

pP+p—p* =64
—p==64

—2(64)* — 50 (64) — 92 = 4900

=
—~

n 9 5
Ejercicio 6.13 Sin € N tal que Z (i2 - z ;) =72, entonces, el valor de Y (nk + 3)
i=1 k=—1

es:

A. 105 B. 125 C. 132 D. 124 E. 136
Solucién
n
) n l>_
2 —_)=7
E(tgs
n n
) n i
-2 (3)-1(3)-7
L™-1(G)-L(3
n(n+1)(2n—i—1)_lnz_ln(n—i-l)_72
6 3 3 2 -

nn+1)2n+1) —2n* —n(n+1) =432
213 +3n% +n—2n% —n® —n =432
n® =216

n==6

5 5
Luego, Y. (nk+3)= Y (6k+3)=84+21=105.
k=—1 k=—1
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Problemas propuestos

Problema 6.1 Usando propiedades, calcule el valor de:

50
A Y (2k+1)2=
k=1

101
B. ¥ k(k—3)=
k=23
Solucién: A. 176850  B. 330062

15
Problema 6.2 Exprese mediante una sumatoria la expresion Z (2k —2) + Z K+ Y 2.
k=2 k=1 k=3

Solucién: Z (k* +2k +2)
k=1

Problema 6.3 Usando la propiedad telescépica, determine el valor de:

100 ) ) 55 1 1
A B ) )
34
Solucién: A. -10200 B. 33

8
Problema 6.4 Se sabe que szz =160, ) x; =120, x9=6, x30=38.
i=1 '
Obtenga el valor de:

10 8

xi(xi — 2) B. Z(xi — 1)2 — Z(xi — 1)2

i=1 i=1 i=1
Solucion: A. —56 B.74

M@

A.

3 3

Problema 6.5 Si A € N tal que Z <z A ) = 1944. Determine el valor de Z (Ak —3).

i=1 k=—1

4
Soluciéon: A =18, Y (Ak—3)=144
k=—-1

Problema 6.6 Determine el valor de la constante 7 si se sabe que:

M:

A. Y (4i +3) =39900

Il
—_

B.

MN

(21 +3) =320

Il
—

Solucion: A. 140 B. 8

10 12
Problema 6.7 Si )} (Ak—B)=22y ) (Ak — 113) = 62, determine el valor de A + B.
k=3

= 10

Solucion: 10
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20 a a 40
Problema 6.8 Determine el valora € R en k; <k+1 — k> =1

Solucién: a = -2

10 2
Problema 6.9 Determine el valor de (( Y k) + 5) .
k=1
Solucién: 3600

5 6 7
Problema 6.10 Exprese mediante una sumatoria Y k — Y 2k + Y 3k?
k=2 k=3 k=4

4
Solucién: Y (3k? + 17k + 24)
k=1
8 8 9
Problema 6.11 Se sabe que inz =160, in =120, x9 =6.0Obtenerelvalorde Y x;(x; —2).
i=1 k=1

i=1
Solucién:—56

Problema 6.12 Halle la suma de la serie:

1428 1342543 13423433 +4%4..+15 1
1 — (14243 +4+..+15
T2 T ir243 T itzistdt.ot1s gl TRt )

Solucion: 620



7. Progresiones Aritméticas

Resumen
Definicién
Definicién 7.1 Progresién Aritmética P.A. Sean a y d dos ntimeros reales fijos.

Se llama una Progresién Aritmética (P.A.) de primer término a y diferencia d a la sucesién
(an),cn de ntimeros reales, definida por:

a1 = a, sin=1

ap= ap 1+d, sin>2 VneEN

Término General
El término enésimo o término general a, de una PA.es:a, =a+ (n—1) -d
Suma de n Términos

Suma de n términos de una PA.es: S, = = (2a+ (n—1) - d)

N3

Tres términos en progresion aritmética
Si tenemos que considerar tres términos en P.A. cuya suma es conocida, es conveniente
tomarlos como:

(a—d), a, (a+d)

En general, si tenemos que considerar (2k + 1) términos en P.A. se puede usar el siguiente
esquema:
(a—kd), a—(k—1)d,.., (a—4d), a, (a+d),.., (a+kd)

Cuatro términos en P.A. Si se deben considerar cuatro términos en P.A. cuya suma es conocida,
es conveniente tomarlos como:

a—3d, a—d, a-+d, a-+3d
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 7.1 Sea ay,a»,a3,..0,_1,4, una P.A. Si a1 + a4 + ay + ... + a1 = 114, entonces,
(a1 + a¢ + a11 + ai6) es igual a:

A. 64 B. 76 C. 98 D. 38 E. 34

Solucion
Sea

a+ag+ay+..+a =114

a+ (a+3d)+ (a+6d)+ (a+9d)+ (a+12d) + (a+ 15d) =114
6a + 454 =114

2a 4 15d = 38

Por otro lado:

ay+ag+apn +ae=a+a+5d+a-+10d +a+ 15d
=4a + 30d
=2(2a + 15d)
=2-(38)=76

. .. . a4 .
Ejercicio 7.2 En una P.A. se tiene que a19 = 0, entonces, ™ e igual a:
a9

A. 13 B. 4:1 C. 21 D. 31 E. 32

Solucién
Seaa19:a+18d:0—>a:—18d

— = = =—=-—
a9 a-+28d4 —184+284 10d 1 a9

aip a+48d —18d+484 30d 3 ap 3
1

Ejercicio 7.3 Sea ay,a5,as,..,4,—1,4, una P.A. Si a1 + a7 + a1¢ = 40, entonces, la suma de los
15 primeros términos de la P.A. es:

A. 200
120
280
150
220

m o 0w
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Solucién
Sea

a1 +ay + a1 =40
a+ (a+6d)+ (a+15d) =40
— 3a +21d =40
40

3
15

— S15 = Z(ak):§(2u+14d):15(a+7d):15-%:200
k=0

—a+7d=

Ejercicio 7.4 Sea S; la suma de los primeros n términos de una PA. Si Sy, =16y Sg = —48,
entonces, S1g =?

A. -260 B. -320 C. -410 D. -380 E. -160

Solucién
Sean S, =16y, S¢ = —48 tal que

4
S4=16 - > (20+3d) =16 > 20434 = 8 (1)

56:—48—>g(2a+5d):—48—>2a+5d:—16 (2)

Resolviendo (1) y (2) en forma simultdnea se obtiene que a=22 y d=-12, luego:

S10=5(44 +9(—12)) = 5(44 — 108) = —320

Ejercicio 7.5 Sila suma y el producto de los primeros tres términos en una P.A. es 33 y
1155 respectivamente, entonces, un valor para su término a;; puede ser:

A. 25 B. -36 C. -25 D. -35 I3, -20

Solucion
Sean (a —d), a, (a+d) trestérminos de una P.A., tal que

(a—d)+a+(a+d)=33—-3a=33—=>a=11
(11 —d) -11- (11 +d) = 1155
121 —d*=105—d*’=16 > d = +4

Sia=11yd =4, entonces: a;1 =7+ 10(4) =51
Sia=11yd = —4, entonces: a;; = 15+ 10(—4) = —-25 n
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Ejercicio 7.6 Enuna P.A, a1 =2 y la suma de los primeros cinco términos es un cuarto de
la suma de los cinco términos siguientes. Entonces, el término ay es:

A. 112 B. -112 C. 114 D. -114 E. 110
Solucién
Seaa; =2
5 1 10
Y o= 1 Y
k=1 k=6
1
—>a1—i—a2+a3—|—a4—|—a5:1(a6+a7+a8+a9+u10)
4 1 9
— Y (a+kd)=2)Y (a+kd)
k=0 4k:5

1
—>5a+10d:1(5a—|—35d)
— 20a + 40d = 5a + 35d
—15a+5d=0—d=—

Si a=2, entonces, d=-6, luego:

dao =4+ 19d =2+ 19(—6) =—112

Ejercicio 7.7 Sean A, B, C conjuntos tales que

n(AUB)=23, n(B—A)=12, n(C—-A)=10, n(BNC)=6n(ANBNC)=4.
Entonces, n(A), n(AUC), n(AUBUC), en ese orden:

A. Forman una P.A. cuya diferencia es 6.
B. Forman una P.A. cuyo primer término es 11 y la diferencia es 8.
C. Forman una P.A. cuya diferencia es 2.

D. Formar una P.A. cuyo dltimo término es 31 y diferencia es 10.

Solucién
n(AUB)=n(A)+n(B—-A) =
n(A)=23—n(B— )_23—12_11—>n(A):11
n(AUC)=n(A)+n(C—-—A)=11+10=21
n(AUBUC) =n(AUB) +n(C—A) —n((CNB)— A)=23+10—2=31

Por lo tanto, 11, 21 y 31 forman una P.A. cuyo tltimo término es 31 y diferencia 10. m
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Ejercicio 7.8 La suma de tres nimeros en P.A. es -3 y su producto es 8, entonces, la suma
de los cuadrados de los ntimeros es:

A 9 B. 10 C. 16 D. 21 E. 14

Solucién
Sean (a —d), ay (a+ d) los nimeros de una P.A., entonces:

(a—d)+a+(a—d)=-3—-3a=-3—>a=-1
Luego los ntiimeros son de la forma (-1-d), -1, (-1+d) y su producto es 8.

(-1—-d)(-1)(-1+d)=8
—1+d>=8
—d*=9

—d=3, d=-3

Sia= —1yd=3,los ntimeros son -4, -1,2. . (—4)? + (=1)2 + (2)?> = 21.
Sia=—1yd= —3,los ntimeros son 2, -1, -4. . (—4)? + (=1)? + (2)? = 21.

Ejercicio 7.9 Sean los primeros 100 términos de una P.A. a5,43,43, ...,a100. Sabiendo que
a6 + azs = 300, el resultado de la suma de sus primeros 100 términos es:

A. 15000 B. 7650 C. 15300 D. 30300 E. 30000
Solucién
Sea — ¢ + ays = 300

— (a +25d) + (a+ 74d) = 300
— 2a +99d = 300

100
0
— ap = —(2a +99d) = 50 - 300 = 15000
k; k= ( )

Ejercicio 7.10 Si la suma de un cierto namero 7 de términos de la P.A. 25, 22, 19... es 116,
entonces, el tltimo término es:

A 4 B. 3 C. 2 D. 4 E. 5

Soluciéon
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Sea S, tal que

8, ==(2-254 (n—1)(—3)) =116
n (53 — 3n) = 232

3n% —53n +232 =0

I\)IE

n:%éN,n:8

Luego, el altimo término es:

ts=a+7d=25+7(—3)=4

Ejercicio 7.11 Si el décimo término de una progresion aritmética es 21—0 y su vigésimo
término es %, entonces, la suma de los primeros 200 términos es:

A. 50} B. 100 C. 50 D. 100} E. 150

Solucion
Sea

1 1
ap=——a+9d= —,(1)

20 20
i = = —a+19d= =..(2)
2= 99 T 10

Resolviendo (1) y (2): d = 55, 4 = 55

200 1 1 1 201
_— — == — 1001
S200 = (2 200 -+ 199 - 200) > (24199) = - 003
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Problemas Propuestos

Problema 7.1 En una P.A. el término de lugar 24 es 100. Determine la suma de los primeros
47 términos.

Solucién: 4700

Problema 7.2 Los términos (—2x), (x*>—3), (3x? —14) forman una P.A. Hallar valores
posibles de x.

Solucién: x; =4, xp, = —2.

Problema 7.3 Sean {ay,4a,43,...4, } términos de una P.A. Si az + ay + a11 + 415 = 72, encuentre
la suma de los primeros 17 términos de la P.A.
Solucién: 306

Problema 7.4 El cometa Halley orbita alrededor del Sol. El puede ser visto desde la Tierra a
simple vista cuando parte de su 6rbita se encuentra mds cerca del Sol. Eso ocurre, en promedio,
cada 76 afios. Sabiendo que después del descubrimiento, la tercera vez que fue visto desde la
Tierra a simple vista sucedi6 en el afio 1683 y la séptima vez fue en 1986, entonces:

A. ;Cuédndo fue la quinta vez, después del descubrimiento, que era visible desde la Tierra
a simple vista?

B. (Cudéles fueron (o serdn) todos los afios en que el cometa ha sido (o serd) visto a simple
vista desde la Tierra desde 1500 al afo 22007

Solucién: A. 1835  B. 1531, 1607, 1683, 1759, 1835, 1910, 1986, 2062, 2138

Problema 7.5 Una persona tenia que pagar una deuda de 6.000 UF en 40 pagos mensuales,
los que forman una P.A. Cuando ya habia pagado 30 de las cuotas, fallece dejando una tercera
parte de la deuda sin pagar. Determine el valor de la primera cuota.

Solucién: La primera cuota es 85 UF.

Problema 7.6 La suma de los n primeros términos de la P.A. 2, 5, 8... es 950. Encuentre el
término de lugar 50, y el ntimero de términos.
Solucién: tsg = 149,n = 25.

Problema 7.7 La suma del primer y tercer término de una P.A. es 12 y el producto del primer
y segundo término es 24. Determine el primer término y la diferencia constante.
Solucién: a; =4,d = 2.

Problema 7.8 La suma de cuatro términos consecutivos de una P.A. es 28 y la suma de sus
cuadrados es 276. ;Cudles son los numeros?
Solucién: 1, 5, 9, 13.

Problema 7.9 A un empleado le ofrecen un trabajo con salario de $3.000.000 anuales y le
prometen aumentos anuales de $ 230.000. Calcule sus ingresos totales a los 10 afios de trabajar
en ese empleo.

Solucion: $ 40.350.000

Problema 7.10 Una compaiia distribuird $4.600.000 en bonos a sus diez mejores vendedores.
El dltimo premiado de la lista recibird $100.000 y la diferencia en dinero entre los vendedores
sucesivamente clasificados debe ser constante. Determine el bono para cada vendedor.
Solucién: La diferencia entre dos vendedores sucesivamente clasificados es d = —80.000 y el
mejor vendedor recibe un bono de $820.000, el siguiente $740.000 y asi sucesivamenente.



8. Progresiones Geométricas

Resumen
Definicién PG.

Definicién 8.1 Progresién Geométrica. Sean a y r dos nimeros reales fijos.
Se llama progresién geométrica (P.G.) de primer término a y razén r a la sucesion (a,),,cn
de ntiimeros reales, definida por:

a, = a, sin=1

G = Tea, 1 sin>2 VYneIN dondereslarazon:a#0, r #0.

Término general

Término n—ésimo o término general a,, de la progresion geométrica:

Suma de n términos de una progresién geométrica
Suma de n términos de la progresién geométrica:

_al=r")

S, = 1=, r#1

Observacion.
Si tenemos que considerar tres términos en P.G. es conveniente tomarlos como:

a
-, a, ar
»

y en el caso de cuatro cuatro términos como:

a a 3
~, -, ar, ar
r r
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 8.1 Siap, a5 y ag son términos de una P.A. y estdn en P.G. entonces, la razén es:
A. 8/5 B. 4/3 C. 1 D. 7/4 E. 3

Solucién
Siay, a5y ag estdn en PA., entonces, a, =a+d, a5 =a+4d y ag = a + 84.
Ademas estos términos forman una P.G.:

as _ dg
a» as
— (a5)2:u9-a2
— (a+4d)* = (a+8d) (a +d)
— 4% + 8ad + 16d%> = a® + 9ad + 84>
— 81 =ad —»84*—ad =0
—d(8d—a)=0—a=28d

Luego:

_os_8dtad 12 4

an 8d+d 9 3

Ejercicio 8.2 La suma del tercero y el cuarto término de una P.G. es 60 y el producto de
sus primeros tres términos es 1000. Si el primer término de la P.G. es positivo, entonces, el
séptimo término es:

A. 7290 B. 320 C. 640 D. 2430 E. 1250

Solucién
Sean ?,a,ar los primeros términos de la P.G. tal que:

<g> -a - (ar) = 1000
— a®>=1000 — a = 10
az + ag =60
— ar 4+ ar’* =60
—ar(14+r) =60
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Si a=10, entonces,
10r(14+7r)=60—=r(r+1)=6—=>r=2,r=-3.

Se requiere que 2 > 0, sia =10y r = 2, entonces, a; = 10(2)® = 640. .
gl que ; y

Ejercicio 8.3 El producto de tres términos consecutivos de una P.G. es 512. Si agregamos 4
al primero y al segundo de estos términos, los tres términos forman una P.A. Entonces, la
suma de los términos originales de la P.G. es:

A. 36 B. 32 C. 28 D. 24 E. 22

Solucién
Sean ?,a,ar los primeros términos de la P.G. tal que

(3)-a-(@ar) =512 2> =512 >a=8.

Entonces, (% +4), 12, (8r) estan en progresion aritmética, luego:

814
12:¥+8r
2
2
_>24:w

— 24r = 8 + 4r 4 812
—8r° —20r +8=0
—2r —5r+2=0

1
Sr==2,r=2
r 27’

Los términos originales son 4, 8, 16, y la suma es 28.

Ejercicio 8.4 Sea a, el enésimo término de una P. G. de términos positivos.
100 100 200 .
Si ), a,41 =200y Y ap, =100, entonces, ) a, esigual a:
n=1 n=1 n=1

300
175
225
150

MU0 W

250
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Solucién

Sea
100
Y 2441 =200
n=1

— az +as + ay + ... + ax; = 200
— ar’ +ar* + ar® + ... + ar*® =200

1 — 200
S (142 S %) =200 5 () =200 (1)
1—1r2
100
ZaZn =100 — ay + a4 + ag + ... + ax = 100
n=1
—ar+ar’ +ar’ + ...+ ar'® =100
1— 7,200
—>ar<1+r2+r4+...+r198>:100—>ar(1_ 2):100 (2)
Dividiendo lado a lado (1) con (2):
ar? ~ 200 NP
ar 100
200
Zan = a1 +4az+ ...+ axo
n=1
200
Y an=a+ar+..+ar'”
n=1
200
Y ap=a(l+r+..+7r%)
n=1

200 1 — 4200
Lo=o(T5) ®
n=1

En (2), factorizando se obtiene (3):

= @) () =00

1+7r
(1 —r200> 100(1 + )
—a =
1—7r r
2t 100 - 3
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Ejercicio 8.5 Sean ay,4ay,4a3,a4 términos de una P.G. tal que a; +a, =12y a3 + a4 = 48. Si
los términos son alternativamente positivos y negativos, entonces, el primer término es:

A. 4 B. 4 C. -12 D. 12 E. -8

Solucién
Sean a1,ay,a3,a4 términos de una P.G. tal que a1 + a, = 12y a3 + a4 = 48. Entonces:

a+ar=12
—a(l+r)=12 (1)

ar® + ar® =48
—ar’(1+71) =48 (2)

Dividiendo lado a lado (1) y (2):

all+r) 12 1 1 ,
— = S = == =4 =2,r=-2
ar?(1+r) 8 21" oAt
Sir=2,en (1):a =4, luego: 4, 8, 16, 32 no es P.G. de términos positivos y negativos.
Sir= —2,en (1): a= —12, luego: -12, 24, -48, 96 es una P.G. de términos positivos y
negativos. .

Ejercicio 8.6 La suma del tercer y cuarto término de una P.G. es 60 y el producto de los
tres primeros términos es 1000. Si el primer término de esta P.G. es positivo, entonces, el
séptimo término es:

A. 7290 B. 320 C. 640 D. 241 E. 8030

Solucién
Sea a > 0 tal que

ar® + ar® =60
—ar’(1+7) =60 (1)
a-ar-ar? = 1000
— a°r® = 1000 — ar = 10 (2)
Reemplazando (2) en (1):

10r-(1+7r)=60—r(1+r)=6—>r=2 (3)
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8

Reemplazando (3) en (2):

ar=10—2a=10—a=>5
Tr=a-1°*—> T, =5-2=320

Ejercicio 8.7 La suma de tres términos consecutivos de una P.G. es 52 y su producto es
1728. Halle el nimero menor.

A. 4 B. 12 C. 2 D. 10 E. 6

Solucién
Sean (%), a, ai los términos de la progresién geométrica, tal que

a

(-) -(a) - (ar) = 1728

r
—a®=1728 5 a=12.

La suma de los términos es:

%4—12—1—127’:52

%4—127’:40

12 + 121 = 40r
3+ 3r? =10r
3r2 —10r+3=0
L 10i¢m: 10+8

6 6
1
—r=3r=-
r r 3
Sia=12,r =3, entonces: 4, 12, 36.
Sia=12,r = %, entonces: 36, 12, 4. m

Ejercicio 8.8 El primer término de una P.G. es 7, el dltimo término es 448 y la suma de
todos los términos es 889, entonces, la razén comun es:

A. 5 B. 4 C. 3 D. 2 E. 6

Solucion
Sean a1 =7, a, = 448, tal que

a, =ar" 1 =448 — q, =7r""1 =448 — "1 =64 — " = 64r.
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Ademads:

1—
sn:M:gggg

1—7r
7-(1—64r) _ 889

1—7r

w:127

1—r

(1—64r)=127(1—r)
127r — 64r =127 — 1
53r =126
—r=2

Ejercicio 8.9 En una P.G. el tércer término es 3 y el séptimo es 3/16. Entonces, el noveno

término es:

A ag=g B.ag=15 C. ao=4 D. ag=5: E. a9=1%
Solucién
Sean
a3 =ar? =3 (1)
3
6
p— = — 2
ary = ar 16 (2)

Reemplazando en (1) el valor de r:

a3 =a jzl 2—3—>a 1—3—)01—12
57 2) 4 o

Luego:
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Ejercicio 8.10 Dos conjuntos A y B son tales que n (A — B) =50, n (AU B) = 62y, ade-
mas, n(A—B),n(ANB)yn(B— A) estin en P.G. Entonces, el nimero de elementos del
conjunto A N B es:

A3 B. 23 C. 12 D. 45 E. 10

Solucion

n(A—B)=n(A)—n(ANB) =50
—n(ANB)=n(A)—50 (1)
n(AUB)=mn(A)+n(B)—n(ANB)=62 (2)

Reemplazando (1) en (2), se obtiene:

n(B) =12
n(B—A)=n(B)—n(ANB)=12—n(ANB) (3)

Reemplazando (1) en (3):

n(B—A) =12 — (n(A) —50) = 62 — n(A)

Sin(A—B),n(ANB)yn(B— A) estin en P.G., entonces, la razén es:

_n(ANB) _n(B—A)
"TWA-B)  u(AnB)
n(A)—50 62— n(A)
50  n(A)—50

— [n(A) —50]* =50[62 — n(A)]
— n2(A) —100n(A) + 2500 = 3100 — 501(A)
— n*(A) —50n(A) —600=0
— (n(A) — 60) (n(A) +10) =0
—~n(A) =60, n(A)=-10 (4)

Reemplazando (4) en (1):

—n(ANB)=60—50=10
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Ejercicio 8.11 Unjugador en el casino de juegos apuesta en el primer juego $ 5000 y, como
perdi6, duplicé la apuesta en el segundo juego con el mismo mal resultado. Continué
duplicando la apuesta hasta que en el octavo juego aposté todo el dinero que le quedaba.
¢Cudnto apost6 en el altimo juego, y cudnto perdi6 en total?

A. $640000y  B. $480000y C. $320000y  D. $ 540000y

$ 1275000 $ 1425000 $ 1475000 $ 980000
Solucién
Sear=2
£(1) = 5000
£(8) = 5000 - 27 = 640,000
(1-2%
$(8) = 5000 ~—

S(8) = —5000 - (1 —2%)
S(8) = 1275000

Ejercicio 8.12 Un estudiante va a jugar a la pelota en una cancha y no encuentra a nadie.
Lanza la pelota hacia arriba, llegando a 8 metros de altura. La pelota cae, rebota y vuelve a
subir alcanzando ahora 4 metros de altura. Asi, cada vez que rebota, logra la mitad de la
altura de la vez anterior. ;Qué altura alcanz6 después del quinto bote?

A. 0.25m B. 75 cm C. 05m D. 32 cm E. 1.2m

Solucion
1
Sear=;

f(1)=4m

fl4)=4. (;)3 =2 =05m

f(5)=4- (;_)4 = =025m

—_

Después del quinto rebote la altura que alcanza es 0.25 metros. ]
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Problemas Propuestos

Problema 8.1 El cuarto, el séptimo y el tiltimo término de una P.G. es 10, 80 y 2560 respectiva-
mente. Encuentre la razén, el primer término y el nimero de términos en la P.G.
Solucién: r=2, t1=5/8, n=12

Problema 8.2 El primer término de una P.G. es 7, el altimo término es 448 y la suma de todos
los términos es 889. Determine la razén comtin y el noveno término.
Solucién: r =2, t9g=1792.

Problema 8.3 Tres ntiimeros estdn en P.G. de modo que su suma es 38 y su producto es 1728.
Encuentre la razén y el mayor de estos ntimeros.
Solucién: ¥ =3/2, r=2/3, mayor:9.

Problema 8.4 A la entrada de un evento ptblico se repartia un folleto con informacién
sobre algunas precauciones de higiene para dificultar el crecimiento bacteriano. Entre otras
informaciones, se escribi6: "Las bacterias se reproducen, predominantemente, por un proceso
en el que una bacteria duplica su material genético y se divide en dos bacterias idénticas.
Considera que, en este instante, una bacteria se ha dividido en dos y que, de ahora en adelante,
cada bacteria existente se divide en otras dos bacterias cada 20 minutos. Es decir, en 40 minutos
tendremos ocho bacterias". De acuerdo con esta informacién determine el ntiimero de bacterias,
después de 5 horas, desde el momento inicial.

Solucién: 65536

Problema 8.5 La suma de una P.G. de n términos cuya razén comun vale 3, es 364 y el dltimo
término de la progresion es 243. Determine el primer término y el nimero de términos.
Solucién: t;y =1,n = 6.

Problema 8.6 La suma de tres niimeros en P. A. es 39. Si los extremos se disminuyenen 3 y
el del medio en 7, los ntimeros quedan en P.G. Determine los niimeros de la P.A. y de la P.G.
Solucién: P.A.={5, 13,21} PG.=(2, 6,18}

Problema 8.7 Se deja caer una pelota desde una cierta altura y tras cada rebote la altura
alcanzada se reduce a la mitad con respecto a la altura anterior. Si al cuarto rebote alcanza
una altura de 30 centimetros: ;desde qué altura se deja caer la pelota?

Solucién: 480 cm

Problema 8.8 En una P.G. si la razén entre la suma de los primeros 5 términos y la suma de
sus reciprocos es 49, y a1 + a3 = 35, determine el primer término.
Solucién: 28

1
Problema 8.9 Sea a, una P.G. tal que 2—4 =1 y az + a5 = 216. Determine el valor de a;.
6
Solucién: 12 0 108/7

Problema 8.10 Una empresa produjo 12000 unidades de cierto producto en 2017. Cada afio
siguiente producira 20 % mas de este producto respecto al afio anterior. ;Cuédntas unidades de
este producto la empresa producird durante el periodo de 2018 a 2023?

Solucién: 119159



9. Teorema del Binomio

Resumen

Factorial de un nimero
Definicién 9.1 Factorial de un namero

m=n-(n—1)-n—-2)-(n—2)...-3-2-1
0l=1
nl=n-(n—1)!

Ndmero combinatorio
n!

n
Definicién 9.2 Numero combinatorio =
r (n—r)t-r!

n,r€Np, 0<r<n

Teorema 9.1 Sean n,r € IN,n > r, entonces:
n n n+1
<r—|—1) u <r> a <r+1)
n\ n
k) \n—k

(6) oo
(o)
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Teorema del Binomio

Teorema 9.2 Teorema del Binomio. Si g,b € IR no nulos y n € Ny, entonces:

(a+b)" = i (Z) kg

k=0

El término de lugar (k 4 1) en la expansion de (a + b)" estd dado por:

Tooy = <7;) 2" —kpk

El ntimero de términos en la expansion de (x +a)" es (n + 1).

El k-ésimo término desde el final es ((n + 1) — (k — 1)) que corresponde al término de lugar
(n+ 2 — k) contado desde el principio.

Si la expansion es (a — b)", el término general es:

=y (o

r
Término central
. , . n , . .
* Sin es par, el término de lugar (E + 1) es el término medio.

1 3
* Sin es impar, los términos medios son aquellos de lugares: (TZ_Z}_> y (n + ) .

2

Término independiente de x

¢ Para obtener el término independiente de x , hacemos r = k en el término general de

n , .
(x +a)", por lo que obtenemos <r> a" que es un término que prescinde de x.
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Ejercicios resueltos

1\
Ejercicio 9.1 El término de lugar 13 en el desarrrollo de <x2 + F) es:

455 125

445
61 6

Solucién
El término de lugar (k + 1) en la expansién de (a + b)" estd dado por Ty = (Z) a"kpk
Luego:

to= (1) 6" () = (5) @ 6= (3) @ 6

15.14-13 ., 455
Ts=—73571 ¥ — =

Ejercicio 9.2 Encuentre el coeficiente de x® en el desarrollo de (x* — %)10
A. 80 B. 210 C. 120 D. 240 E. -150

Solucién

Sea

Tos = <1h0> (xz)lo—k (_;)k _ (1) <1k0> (xzofzk) <%)k — (1) <1k0) 2203 (1)

Para encontrar el coeficiente de x8, 20 — 3k debe ser 8, es decir, 20 — 3k =8 — k = 4.
Reemplazando en (1), el coeficiente requerido es:

(1) - RO, g

L X\/Y 3\ . .
Ejercicio 9.3 Sea 5 7 . El término que se encuentra en la posicion central es:
y X
792x3 92443 79213 24x3
A. y;c B. — C. 9x3y D. 2 y;c
Solucién

Sin = 12, existe un tnico término central, a saber: T( )= T

12
24
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(

A7 B.

_x _—

1 9
3x)

D. —12 E. 6

&~
)
|
S|

Solucion

Sea

- () ) ()

Si este término es independiente de X, entonces, el exponente debe ser cero, es decir:

18—2r=0—r=6

Por lo tanto, el séptimo término es independiente de x y su valor para r = 6 es:

Ejercicio 9.5 Si Tiy = Tig en la expansion de (2 + a

o9\ /3\°/1\° 1 84 7
=T == 1) (3) (3) =% mm -5~ 15

)50, entonces, el valor de 4 es igual a:

A. 2 B. 5 C. 3 D. 1 E. 7

Solucion

El término de lugar (k + 1) estd dado por Ty = <

Ejercicio 9.4 Encuentre el valor del término independiente de x en la expansién de

50

P >250_kbk, luego:
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_ _ 50 50—-16 .16 __ 50 34 16
—>T17—T16+1—(16)2 a - = 16 2%%a
— _ 50 50—-17 17 __ 50 33 .17
= Tig=Ti71 = (17)2 o’ =1 2%
: _ 50\ 33 17 _ (90 34 16
Si Ty = Tig — (17) 2%°q" = 16 2°%a

17

Ejercicio 9.6 " +2 " + 22 " +... +2" ") =2
0 1 2 n
A 2" B. n C. 1 D. 3" E. n?

Solucién

(5) 2(3) +2(3) ++2 () - (Dot

Il
—~
—_
+
N
~—
=

I
[6Y)
=

Ejercicio 9.7 Sila razén entre el quinto término comenzando desde el inicio y el quinto
1 n
término comenzando desde el final en el desarrollo de ({4/5 + %) es v/6: 1, entonces, el

valor de n es:

A. 6
B. 12
C. 10
D. 8
E. 13
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Solucioén:

1 n
En el desarrollo de | v/2 + —>
(77

—4 1 4
Ts =Ty = (Z) <{4/§> " (—) : 5° término desde el inicio.
4

se tiene que

3
T2k =Thyo5=Th3= (n i 4) (\4/5> (%) " : 5° término desde el final.
Entonces:
OO .
(n i 4) (E/_2))4 <4L>8
e
("))
()"
@
(v2- \“/5)"_8 =6
(\4/6)”_8 =v6—>n=10

Ejercicio 9.8 Silos coeficientes del quinto, sexto y séptimo término de la expansién (1 + x)"
estan en P.A., entonces, el valor de 7 es:

A. Solo?7. B. Solo 14. C. 7014. D. -7

Soluciéon
Los términos de la P.A. son

y sus coeficientes



forman una P.A, de modo que:

©-0)-0

n n
)
5) (5
5 n—6+1
_n—5+1+ 6
5 n—>5
Z_n—4+ 6
30+ (n—5)(n—4)
2 =
6(n—4)

12n — 48 =50 + n> —9n
n?—21n+98=0
(n—14)(n—-7)=0
—n=14vn=7

(x+2)! (x+1)! 7
2x—1)! (x+3)! 7
D.

Ejercicio9.9 Six €N,y , entonces, x> —3x + 1 es igual a:

A 9 B. 4 C. 5 6 E. 12

Solucién
Sea

(x+2)! (2x+1)! 72
2x—1)! (x+3)! 7
(x+2)! (2x+1)(2x)(2x—-1)! 72

(2x —1)! (x+3)(x+2)! 7
x+1)(2x) 72
- (x+3) 7

7 (4x* +2x) =72(x +3)
28x% + 14x = 72x + 216
28x% — 58x —216 =0
14x% —29x —108 =0

27
:4 = ==
— X , X 14¢1N

Luego, (4)* —3(4)+1=5.
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2\ 9
a .
Ejercicio 9.10 Si en el desarrollo de <2a - Z) la suma de los términos centrales es S,

entonces:

A S= g—iam (a+38)
B. S= g—iam (a—38)

C. S= @am (a—8)

32
_ 63 14
D. S= 357 (8 —a)
Solucién

Sin =9, la expansion del binomio tiene dos términos del medio Ts y T, luego:

ne(er(-9) - (s
n= (5 (-5) = () 09 s

126 - 16 63
T — 14 _ 03 14
76T qopa ¢ T 3"

Entonces:

o T T = @alf’—i—@a”: @am

1 327 3t @+8)
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Problemas Propuestos

8
Problema 9.1 Si p € Ry el término central en el desarrollo del binomio (g + 2) es 1120,
determine el valor de p.
Solucién: +2

Problema 9.2 Encuentre la razén entre el coeficiente de x'° y el término independiente de x

15
en el desarrollo del binomio <x2 + 2) .

x
Solucion: 1: 32

21
a b
Problema 9.3 En el desarrollo del binomio | 3/ — + 1/ — el término de lugar (k + 1
(V%b V©@> gar (k+1)

contiene potencias de a y b cuyos exponentes son iguales, entonces, encuentre el valor de k.
Solucién: k =9
(2x)! (x)! 44

3(2x—3)l 20(x—2) 3

Problema 9.4 Sea x € IN. Resuelve la ecuacién para x:
Solucién: x = 6

3
/84

9
Problema 9.5 Sea x > 0. Si T; = 729 en el desarrollo de ( +4/3In x> , encuentre el valor

de x.
Solucién: x = e
n

Problema 9.6 Si los coeficientes <Z), (5

n g NP
> y ( 6) forman una progresion aritmética, deter-

mine el valor de n.
Solucion: n = 14

7\ 12
Problema 9.7 Para el desarrollo del binomio <]/ + 3\/?) obtenga (si es posible) el término

3
que contiene a 1°.
Solucién: No existe un término que contenga a y°.

n
Problema 9.8 En el binomio (\3@ + ) , sila razén entre el séptimo término comenzando

1
V3
desde el inicio y el séptimo término comenzando desde el final es 1 : 6, halle el valor de n.
Solucién: n =9

Problema 9.9 Si los coeficientes de los términos de lugar (r —5) y (2r — 1) en la expansion de
(1+x)* son iguales, encuentre el valor de 7.

Solucién: r = 14

1\ 1
Problema 9.10 Determine el coeficiente de x”en el desarrollo de (axz + bx> .

11\ a®
Solucién: < 5 ) Z—S



UNIDAD IllI: NOmeros complejos y polinomios

Resultados de Aprendizaje

R1. Determinar la parte real e imaginaria de un niimero en forma binomial a partir del uso
de las propiedades de los ntimeros complejos.

R2. Determinar el cociente y resto de una divisién de polinomios a través del algoritmo de la
division.

R3. Resolver ecuaciones polinomiales para encontrar las raices de un polinomio.

Contenidos

* Representacion cartesiana de un complejo.

* Suma y producto con complejos (forma cartesiana y binomial).

¢ Divisién de complejos (forma cartesiana y binomial).

¢ Potencias de la unidad imaginaria.

¢ Forma polar de un complejo (definicién, transformaciones, representacion geométrica).

¢ Definicién de un polinomio.

* Operaciones de adicion y multiplicacién.

¢ Algoritmo de la divisién.

¢ Division sintética.

¢ Teorema del factor y teorema del resto.

* Factorizacién de polinomios, hallar raices enteras y fraccionarias, regla de los signos de
Descartes.



10. NGdmeros Complejos

Resumen
Unidad imaginaria
Seail=—-1wi=+—1

Operatoria con nimeros complejos

Sean z; = a + bi y zp = c + di nimeros complejos en la forma binomial, entonces:
a) z1 =12 & a=c y b=d

b) z1+zp=(a+c)+ (b+d)i

c)z1—zo=(a—c)+(b—4d)i

d) z1-2z0 = (a+bi)- (c+di) = ac + adi + bci + bdi*> = (ac — bd) + (ad + bc)i

a+bi _a+bi c—di ac—adi+bic—bdi®  (ac+bd)+ (bc— ad)i

NNT T N aic—di e (@p 2+ d?

Propiedades de la suma

Sean z1, zp, zz€ Ctalque zy =a+bi, zp =c+diyz3 =e+ fi , se cumplen las siguientes
propiedades:

a) Clausura: z1 +zp € C

b) Conmutatividad: zq + zp = zp + 21

c) Asociatividad: (z1 + z2) + 23 = 21 + (22 + 23)

d) Elementoneutro:V z; € C, 3z=0+0italquez; +z=z+z; =2

e) Elemento inverso:V z; =a+bi€C,3 -z = —a—bital quez; + (—z1) =0+ 0i
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Propiedades de la multiplicacion

Sean z1, zp, zz€ Ctalquezy =a+bi, zp =c+diyz3 =e+ fi , se cumplen las siguientes
propiedades:

a) Clausura: z1 - zp € C
b) Conmutatividad: z1 - z0 = z» - 21
c) Asociatividad: (z1 - zp) - z3 =21 - (22 - 23)

d) Elementoneutro:V zy =a+bi,3z=1+0italquez;-z=z-21 =21

. . b .
e) Elementoinverso:V zy =a+bi #0+0i €C, 3z, ' = <a2—akb2 _a2+b21)
talquezl-zl_lzzl_l-zlzl+0i

f) Distributividad: Z1 - (22 + Z3) =2Z1-2Z2+ 21 23.

Potencias de i

La unidad imaginaria i se define v/ —1. Ademas:

a) P=i-i=+/—1-v/—1=-1 d #=#2=—i-—1=i
b) =2 i=—1-i=—i
o iH=2-2=-1--1=1 e) =2 - P=—i —i=i>=-1

Conjugado de un niimero complejo
Siz = a + bi, entonces, su conjugado es z = a — bi.

Propiedades. Sean z;, zp, z3 € C.

a) z1*xz=21£2; z zZ1

) z1tz22=21t72 e) (1>:1/227g(0,0)
22 22

b) zZ1-Z, =21 - 22

¢ _Z +z1
Q) z1=21 ) Re(z1) 2
[ 1 o Z1 _Z
d) @) =(z1)"% 21 #(0,0) g) Im(z1) =——

Médulo de un nimero complejo

Si z = a + bi, entonces, el médulo de z se define como ||z|| = Va2 + b>.
Propiedades. Sean z;, z; € C.

a) 21 #£0+0i = [|z]| >0 ) |zl = [l=zl = ||zl

b) [|z1]| =0 <= 2z; =0+ 0i d) |z*=z-7
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e) 1 :M, zp # 0+ 0i g) [Im(z)] < |z|
22|zl
h) [Re(z)| < |z]]
) llz1-z2| = [|zal - ||z2]l

D) 21 +z2f] < [lza ]} + |2



108 Capitulo 10. NGmeros Complejos

Ejercicios resueltos

Ejercicio 10.1 Sean x,y € R.Siz; =3x —2+yi —5iy z0 = —xi + 1 + 4y + 3i son iguales,
enntonces, (x — 3y) es igual a:

A. 5 B. -4 C. 3 D. -5 E. 4

Solucion
Sea
Bx—2)+(y—5)i=(4y+1)+ (—x+3)i.

Entonces:

3x —2=4y+1 3x —4y =3 3x —4y=3

y-5=-x+3 ' xty=8 dxtay=3 X=RTI=3Y=3

Luego, > x —3y=5—-9= —4. |

Ejercicio 10.2 Seanx,y € Rtalquez; =4+ (x +2)i,zo=(x —2y) +6iyzz=y+ (2x + y)1i.

Sizy + z2 + z3 = —4 — 8i, entonces, y — 3x es igual a:
A. -18 B. 9 C. -1 D. 20 E. 2
Solucién

Z14+ 20 +2z3=—4—8i

4+ (x+2)i+(x—2y)+6i+y+ (2x+y)i=—4—8i
(A4+x—2y+y)+(x+2+6+2x+y)i=—4—28i
—(44+x—y)+Bx+y+8)i=—-4—-28i

Por la igualdad de ntimeros complejos, se obtiene el siguiente sistema:

4+x—y=—4 x—y=-8 (1)

Brty+8=-8 ' dxty=-l6 (2) "X O¥=2

Entonces, y — 3x = 20. n

Ejercicio 10.3 Sea z =2+ (x — 4i) (2 + xi). Halle los valores de x € R tal que Im(z) = 0.
A £2V2 B. +1 C. +2 D. 2 E. +V3

Solucion
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Desarrollando, se tiene:

z=2+ (x —4i) (2 + xi)
=2+ 2x + x% — 8i + 4x
= (2+6x)+ (x* —8)i (Recuerde que z € R, siempre que Im(z) = 0).
—zER© ¥ —8=0—x=%2V2

Ejercicio 10.4 Sea z € C y Re(z) la parte real de z. La suma de las raices distintas de la
ecuacion z2 4+ 2Re(z) + 1 =0esigual a:

A. 0 B. 1 C. -1 D. 2i E. -2i

Solucién
Sea a,b € R tal que z = a + bi. De esta forma:
z> +2Re(z) +1=0
(a+bi)(a+bi)—2a+1=0
(a* = b*) +2abi—2a+1=0
(4> —b* —2a+1) 4 2abi =0
Un ntimero complejo es nulo cuando sus partes real e imaginaria son iguales a cero.
Necesariamente, tenemos 2ab = 0, y donde existen otras posibilidades:
a=0—-0"-b0+20)+1=0-b=1—b=Fl—z=i V z=—i
b=0—0a>—-0242(a)+1=0— (a+1)*=0—a=-1—-z=-1

Luego, la suma de las raices es i + (—i) +1 = —1. ]

Ejercicio 10.5 Seaz € C tal que z —z 4 z -z = 2 + 2i. La suma de las raices que satisfacen
la ecuacion es:

A 2 B. 2i C. 1 D. i E. —2i

Solucion
Sea a,b € R tal que z = a + bi. Por lo tanto:

z2—Z+z-2=2+2i
— (a+bi) — (a—bi)+ (a+bi)(a—bi)=2+2i
— 2bi 4 a® + b* =2+ 2i

= (®+0*—-2)+(2b—2)i=0
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De esta forma:

2b—2=0—=b=1
4+ —-2=0—>a*+1-2=0—a=+1

Luego, las soluciones son 1 +iy —1 + i, y cuya suma vale 2i. .

Ejercicio 10.6 Seany > 0,x € R tal que z =9y — 4 — 10xi y w = 8y + 20i’ son conjugados
entre si. Determine el valor de |y| + x.

A. 0 B. 2 C 4 D. -2 E. 5

Solucién
Seanz =9y?> —4—10xi y w=8y>+20i’ =8y? — 20i tal que z = w.
Entonces:
9y* — 4 + 10xi = 8y* — 20i
9 —4=8 > yP=4—y=+2
10x =-20 > x=-2
Luego:|y| +x=0

Ejercicio 10.7 Sea i = —1 yS=i+ 24+ +i* 4+ ... 42993 entonces, el valor de S es igual
a:

A. 0 B. -1 C. 1 D. i-1 E. i+l
Solucién

S=i++3+it+.. +i20%

S= (i +i# 48+ i4> + (P47 484 17) 4 .+ 201 4 2002 4 2008
S=(i—1—i+1)+(i—1—i+1)+..+ 200042002 ;2003
S:0+0—|—...+i2001—|—i2002—i—i2003

S=i+(-1)+i

S=-1
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13
Ejercicio 10.8 Sea i> = —1. El valor delasuma S = } (i" +i"*!) es igual a:

n=1
A i B. -1+ C. —i D. 0 E. 1
Solucién
13 13
S=)Y (i ) = Zz —{—21”“ Zz —HZZ (1+i0) ) "
n=1 n=1
S=(+)=i=F==047

(3 + 2i) (6 — 4i)

Ejercicio 10.9 Sea i2 = —1. El resultado de : es:
—1+3i
. ) 13 39 13 39, 13 39,
Solucién
(3+2i)(6—4i) (3+2i)(6—4i) (—1-3i)
—1+3 = -1+3i (—1—3i)
184 8412i —12i] (—1 — 3i)
N 1+9
26
=—(-1-3
1o )

__BB_ 3,

5 5
Ejercicio 10.10 Seaa € Ry \/52—“ = Z i_z , entonces, el valor de a es:

1 1 1
A 1+V3 B. 1-4v3 C.2-3 D. ;= E. 2+3
Solucién
Sea:
V34+i _a+i
2 a—i

(V3+i)(a—i)=20+2i
—a(vV3-2+i)=(V3+2)i—1
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Por lo tanto:

_ (Ao [(E+2i-1][(E-2) -]

S (VB4 [(V3-2)+1] [(vV3-2) -]

(3-4)i—V3+2+i+3+2
(V3-2)" +1
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Problemas Propuestos

Problema 10.1 Sea la ecuacién z2 + 3z + 4 = 0 . Determine las soluciones reales o complejas.

Solucién: z; = —% — gi, z1 = —% + gi

Problema 10.2 Seana,b € R.Sizi =(2a—b) —(a—6)i, z2=(a—-3)—(1—-b)iyz1 =2,

encuentre los valores de las constantes a y b.

Solucién: a =2,b = 5.

(1+2i)?
i

Problema 10.3 Determine Re(z) y Im(z) siz = + it

Solucion: Re(z) =4,Im(z) = —4
Problema 10.4 Siz; =54-10i, zp = 3 + 8i y z3 = 1 4 2i representan los vértices de un tridngulo

en el plano complejo. Determine el tipo de tridngulo.
Solucién: Escaleno.

Problema 10.5 Sea i2 = —1 yP= i il 4+ im 4" tal que k,I,m,n € Z* y consecutivos, halle
el valor de P.
Solucién: P =0

14

Problema 10.6 Seai’? = -1y w = \;_EZ Halle el valor de w!'*?. Indicacién: obtenga primero
el valor de w?. )
. 1+
Solucién: w = —
V2

Problema 10.7 Si z es un raiz de la ecuaciéon z7 +1 =0 yT = 280 4+ 7175 4 72289 determine el
valorde T.
Soluciéon: T = —1

17

Problema 10.8 Determine el valor de ¥ (i" — i)
n=1

Solucion: 1+

101
Problema 10.9 Sia + bi = Y i¥, halle el par ordenado (a,b).
k=1

Solucion: (a,b) = (0,1)

Problema 10.10 Dados w =2 + 3i; z = —2 — i. Encuentre . ZZ+

S

2 2 v
lucién: — — —i
Solucién 55
Problema 10.11 Sean z = —3 + x%yi y w = (x? + y) + 4i, determine los valores de x y y de
modo que z y w sean conjugados entre si.
Solucién: x = +£1,y = 4.
1
Problema 10.12 Si z = —3 + 4i, halle el valor de |z|* — 2|z| + 7l

Solucion: 75—6

2-3i)* (1-4)°

Problema 10.13 Halle el médulo de z = -
(5+1)
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Solucién: |z| =2
(3b — 2ai)

Problema 10.14 Seaz = — =
R R

tal que Im(z) =0y |z| = 1. Determine los valores de las

constantes a y b.
Solucién: a = %, b= %

Problema 10.15 Sea z = x + yi. Encuentre z € C tal que |z| =2y |z]| = |z — 1].

V15, 1 /15

Solucién: z; = 5 + ?1,22 =5 Ti

Problema 10.16 Sea z = x + yi tal que ZZ;;i‘ =1y |z| = g Halle el valor de |z + 3i|.
Solucién: 7/2

Problema 10.17 Sea z = _1_‘"217 tal que Re(z) = 0, determine el valor de la constante p.

Solucién: p =0
z—>5i
+ 5i

Problema 10.18 Si z = x + yi satisface la ecuacién

=1, entonces, el complejo z se

encuentra ubicado en:

A. Eleje x.
B. Larectay =>5.
C. Un circulo que pasa por el origen.
D. Elegjey.
Solucién: A
Problema 10.19 Sea i? = —1y z = x + yi. Entonces, la ecuacién |z — i| = |z — 1|, representa:
A. Un circulo de radio %
B. Una recta que pasa por el origen con pendiente 1.
C. Un circulo de radio 1.

D. Una recta que pasa por origen con pendiente —1.

Soluciéon: B



11. Polinomios

Resumen
Algoritmo de la division

Sean p(x) y g(x) polinomios no nulos tal que grad(p(x)) > grad(q(x)) , entonces, exis-
ten polinomios unicos s(x) y r(x) tales que p(x) =q(x)-s(x)+r(x) donde r(x) =0 o
grad(r(x)) < grad(q(x)).

El polinomio s(x) se denomina cociente y r(x) se llama resto.

Si p(x) es divisible por g(x) (es decir, r(x) = 0), entonces, se tiene: p(x) = q(x) - s(x)

Raices de un polinomio

Sea p (x) un polinomio. Se dice que a es una raiz (o cero) de p (x) siy solosi: p(a) =0

Teorema del resto

Sea el polinomio p (x) y ¢ € R, entonces, el resto al dividir p (x) por (x —c) es p(c).

Teorema del factor

Sea p (x) un polinomio y ¢ € R, entonces, c es raiz de p (x) siy solo si p (x) es divisible por

(x —c).

Raices racionales
Sea p(x) =ag + a1x + ax? 4+ -+ a,_1x" 1+ a,x" un polinomio con coeficientes enteros y
a,b € Z sin divisores en comun.
. a . .. ..
Si b es raiz p(x), entonces, (a divide a ag) y (b divide a a,).
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 11.1 Sean p,q € R. Dado el polinomio p(x) = ab + bx + ax? + x3, tal que p(1) =
2p(—1) =12, entonces, el valor de a + b es:

A5 B. 7 C.9 D. 12 E. 8
Solucién
p(1) =12
p(1) =ab+b(1) +a(1)*+ (1)° =12
—p(l)=ab+b+a+1=12 (1)

2p(-1)=12—=p(-1)=6
—p(=1)=ab+b(-1) +a(-1)*+ (-1)° =6
—p(-1)=ab—b+a—-1=6 (2)
Restando (1)-(2), se obtiene:
2b+2=6—->b=2
Sustituyendo en (2):
20 —-2+a=6—>a=3

Luego:a+b=5 ]

Ejercicio 11.2 Sean a,b,c € R. El polinomio p(x) = (a—1)x> 4+ (b+2)x — (2c — 3) es
idénticamente nulo, entonces, el valor de (a — b + 2¢) es igual a:

A. -8 B. 12 C. 6 D. -6 E. 14

Solucién
Los coeficientes de p(x) deben ser nulos, entonces:

—(2c¢—3)=0,b+2=0,a—-1=0
Se tiene quea=1, b= -2, c=3
Observe que el término en x2 fue omitido, puesto que su coeficiente es igual a cero.
Luego:
a—b+2c=1+2+4+3=6

Ejercicio 11.3 Sea el polinomio p(x) = (2> —=3a +2) x> + (a — 1) x — (a — 2).
(Cudl de las siguientes alternativas es falsa?:
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Sia#1 y a+2entonces grad(p(x)) = 3.
Sia =1 entonces grad(p(x)) = 0.

nw >

Si a = 2 entonces grad(p(x)) = 1.
D. Sia = 3 entonces grad(p(x)) = 2.

Solucion

Sia? —3a+2#0—>a#1,ya+#2, luego grad(p(x)) =3.
Sia?—3a+2=0—a=10a=2,luego grad(p(x)) = 0.

Sia=2— p(x)=x,luego grad(p(x)) =1.

Sia=3-— p(x) =2x>+2x + 1, luego grad(p(x)) = 3. Falso .

Ejercicio 11.4 Sean m € R. Si p(x) = x* — 5x% + 4x — m es divisible por g(x) =2x + 1,
entonces, el cociente de la divisién es:

() =42~ J2 - Bx
=1 P
co(x) =323 —Ix24 Bx 421
ce(x) =%+ 32 — P — 3
Solucion
1
1 - 4 — —=
0 5 m 5
_1 1 19 _51
8 16
; 1 v & 51
2 4 8 16
51 51
La division es exacta si el resto es nulo: —m — 16 =0—->m= T3
1 1 1 1
Luego, el cociente es: ¢ (x) = ~x° — ~x* — —9x +— > ]

2 4 8 16

Ejercicio 11.5 Sean a,b € R. Sea p(x) = x> + 2x2 + ax + b, tal que p(x) + 1 es divisible por
(x+1)y p(x) — 1 es divisible por (x — 1), entonces, (2a — 3b) es igual a:

A. 3 B. -1 C. 2 D. 6 E. -2
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Solucién
Sip(x) +1=x%+2x2 +ax + b + 1 es divisible por (x + 1), entonces:

p(—1) +1=(-1°+2(-1) +a(-1) +b+1=0
p(-1)+1=—-a+b=-2 (1)

Sip(x) — 1 =x%+2x* + ax + b — 1 es divisible por (x — 1), se tiene que

p(1) — :() ()+a(1)+b—1:0
p1)—1=a+b= 2)
Resolviendo (1) y (2) en forma simultdnea a =0y b = —2, luego, 2a — 3b = 6. u

Ejercicio 11.6 Un polinomio p(x) dividido por (x*> — 1) da resto (2x + 1). Otro polinomio
¢(x) dividido por x? — 3x + 2 da resto (x + 2). Entonces, el resto de la division de s(x) =
p(x) 4+ g(x) por (x — 1) es:

A. 12 B. 6 C.9 D. -4 E. 7
Solucién
Se tiene que
p(x)=(x* = 1)q(x) + (2x+1) (1)
g(x) = (x* = 3x+2)q' (x) + (x +2) (2)

El resto de la divisién de s(x) por (x —1) esr =s(1) = p(1) + g(1).

De (1) y (2) se tiene que p(1) =3y g(1) =
Luego, el resto de la division de s(x) por (x —1) ess(1) =3 +3 =6. &

Ejercicio 11.7 En la division del polinomio p(x) por g(x) = x — k, se utiliza el algoritmo de
la division sintética y se obtiene el siguiente esquema:

3 0 ¢ e g 5|k
b d f h i
a -3 4 -5 5 j

Rellene los valores de las constantes a, b, ¢, d, ...,i, ], k en el esquema.

Entonces p(x) y r(x) respectivamente, son :

A p(x)=3x"—x}—x*>+5yr(x)=1
B. p(x)=3x"—x3—x>—5yr(x)=2
C. p(x)=3"+x>—x2+5yr(x)=0
D. p(x)=3x"—x®+x2+5yr(x)=—1
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E. p(x)=3+x3+x2+5yr(x)=-2

Solucion
De la tabla se deduce a = 3.

—(@-k=b N 0+b=-3) —(0+4+3k=-3—-k=-1 AN b=-3)

—(=3-k=d N c+d=4) —=d=3 A c=1)

—@4-k=f N e+f=-5) =+ (f=—-4 AN e=-1)

—(=5-k=h AN g+h=5) —(h=5 N g=0)

—5-k=i AN 54+i=j) —=({i=-5 A j=0)
Luego:a=3,c=1l,e=-1,g=0y p(x) =3x> + x> — x>+ 5y r(x) =0. .

Ejercicio 11.8 Sean m,n € R tal que p(x) = 4x* + 5x° — 3x> + mx + n es divisible por
g(x) =2x2 + x — 1, entonces, el cociente % es igual a:

A. 5 B. 4 C. -¥ D. ¥ E —

NI

Solucién
Se disponen el dividendo y el divisor de acuerdo al algoritmo de la division:
4 3 2 2 2,3 5
4x* +5x7 —3x*+mx+n P 2x"+x—1=2x +§x—1
4x* 4223 — 242

33 —x* +mx+n

3x3+gx2—§x

5, &
—§x+<m+§>x+n

5, _5..5

2 4 4
(e %) (-3)
x+|(n——

Si p(x) es divisible por g(x), entonces, r(x) =0,

luego: <m+ )—0/\ n— )

—>m—— /\ =
4 n
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Ejercicio 11.9 Sean I,k € R. Si (x+2) y (x — 1) son factores de p(x) = 2x*> — hx + k,
entonces, el valor de (2h — 3k) es:

A. 4 B. 3 C. 2 D. 1 E. 0

Solucién
De acuerdo al enunciado p(x) =2x> —hx + k= (x +2) (x — 1) - m
Es decir: p(x) =2x° —hx + k= (x* 4+ x—2) - m

Luego:
263 +0x* —hx + k Xl 4+x—2 =2x-2
2x3 4+ 2x% — 4x
—2x% + (=h+4)x+k
2% —2x+4

(=h+6)x+ (k—4)

Entonces:
~h+6=0—-h=6
k—4=0—k=4
Po lo tanto, 2h —3k=2-6 —3- (4) =0. ]

Ejercicio 11.10 Sea p(x) un polinomio tal que grad(p(x)) =4, p(—2) =48y p(3) =8.Si
x1 =1, xp = —1y x3 =2 son raices de p(x), entonces p(x) es:

A p(x)=x*+4x3+3x* + 4x — 4

B. p(x)=x*—4x3+3x2 —4x+4

C.px)=x*—4x3-3x2—4x—4

D. p(x)=x*—4x3+3x* + 4x — 4
Solucién

Six; =1lesraizde p(x)— (x—1) esunfactorde p(x).

Sixp =—1lesraizde p(x) (x+1) esunfactorde p(x).

_)
Sixg=2esraizde p(x) — (x—2) esunfactorde p(x).

Entonces p(x) es de la forma: p(x) = (x — 1) (x +1) (x —2) (ax + b)

5 p(=2) = (=3)(=1)(—4)(~2a+b) =48> p(-2) =-2a+b=—4 (1)
— p(3) = (2)(4)(1)(3a +b) —8 - p(3) —3a+b=1  (2)

Resolviendo (1) y (2) en forma simultdnea:a =1, b = —2
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Luego:
p(x)=(x—1)(x+1)(x—2)(x —2) =x* —4x> + 3x*> + 4x — 4
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Problemas Propuestos

Problema 11.1 Sean los polinomios p(x) = —3x% —5x2 +3x — 1 y g(x) = —2x* —3x +7.
Determine:

A. p(2) —6q(=2)
B. Elvalor de A de modo que p(—1) = 1A +3q(-1)

Solucién: A.-309 B.-126

Problema 11.2 Sean! = (6x —2), h=(x—1), w = 2x respectivamente, las medidas de las
aristas de una caja. Determine:

A. Un polinomio s(x) que represente la superficie total.
B. Un polinomio v(x) que represente el volumen.
C. La superficie total si x = 4.

D. El volumen de la caja si x = 3.

Solucién: A. s(x) =40x> —28x+4 B.v(x) =12x> — 16x* +4x C. 532 unidades de super-
ficie. D. 192 unidades de volumen

Problema 11.3 Determine p(x) tal que grad(p(x)) =4y cuyas raices son: x; =2 —i, xp =
2, X3 = —b5.
Solucién: x* — x* —17x? 4 55x — 50

Problema 11.4 Aplique el algoritmo de la divisién para determinar el cociente y el resto de la
division de p(x) = 4x® + x2 — 30 por g(x) = x — 2.
Solucién: c(x) =4x*> —9x+18, r(x)=6

Problema 11.5 Si al dividir p(x) = x> + 2x — 4 por (x — a), el resto es 31. Determine el valor
de la constante a.
Solucién: a =5, a=-7

Problema 11.6 Si el polinomio p(x) = 3x° + 6x> — 3x se divide por g(x) = x + 1, se obtiene
un cociente de grado m, un término constante b y un resto a. Halle (m +a + D).
Solucién: 4

Problema 11.7 Sean a,b € R. Encuentre el valor de las constantes a y b de modo que al dividir
el polinomio p(x) = x* — 5x> + ax? + bx — 1 por (x + 1) dé resto 4, y al dividirlo por (x — 2)

dé resto 2. ’s a1
Solucién: a = —,b = —
olucion: a = — e
Problema 11.8 Encuentre un polinomio p(x) de grado 3 de modo que tenga como raices 3,2 'y
—3 y el resto que se obtenga al dividirlo por el polinomio (x + 1) es —12.

Solucién. p(x) =2x> —9x? +7x + 6

Problema 11.9 Sean h,k € R. Si (x +2) y (x — 1) son factores de p(x) = 2x> — hx + k, deter-
mine el valor de (2h — 3k).
Solucién: 2h — 3k =0

Problema 11.10 Sean k € R. Si (x + 2) es un factor de p(x) = x* + kx® + 5x% + 6x — 30.
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Determine el valor de la constante k .

Solucién: k = —%

Problema 11.11 Sean a,b € R. Si p(x) = x> — 11x? — bx + a es divisible por g(x) = x> — 9,
halle el valor de (a +b) .
Solucién: 108

Problema 11.12 Sean a,b € R. Si p(x) = x> 4 6x% + ax + b es divisible por x> — 4, determine
el valor de los coeficientes a y b.
Solucién: a = —4, b= —-24.

Problema 11.13 Sean p,q € R. Si el polinomio s(x) = px® + x? — 2x"q es divisible por (x — 1)
y (x + 1), respectivamente, determine los valores de las constantes p y 4.
Solucién: p =2, g=1.

Problema 11.14 En la divisién de polinomio se aplic6 el método de la division sintética y se
plante¢ el siguiente esquema:

4 -3 —b a | 24
l 8 ¢ m
4 b d n |

Determine el valor del resto n.
Solucién: n =11

Problema 11.15 Sean a,b € R. Si la divisién (6x* + 4x> — 5x2 — 10x +a) : (3x*> +2x +b) es
exacta. Encuentre el valor de a2 + b2
Solucién: 650

Problema 11.16 Encuentre las raices enteras de p(x) = x* + x> — x2 — 7x — 6 y factorice p(x)
en R.
Solucién: x; = -1, x =2, p(x)=(x+1)(x —2)(x*+2x +3)

Problema 11.17 Encuentre las raices de p(x) = x* + 2x® — 4x? — 14x — 21, sabiendo que
x;=—1—iy/2 esunaraizde p(x).
Solucion: x, = —1+iv2, x3=—V7, xi=—7.
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